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а также задачи и упражнения для самостоятельного решения
и образцы вариантов письменных экзаменационных работ.

Даются решения многих задач, предлагавшихся в послед­
ние годы на вступительных экзаменах по математике в Ленин­
градском государственном университете и других вузах.

В качестве тренировочного материала к письменным рабо­
там и устным экзаменам в Сборник включены специально по­
добранные задачи по всем наиболее важным разделам, входя­
щим в программу вступительных экзаменов.

Особое внимание уделяется алгебре и 
функциям и тригонометрии, так как эти разделы элементарной 
математики являются наиболее важными для изучения курса 
высшей математики.

В конце Сборника приведен большой список литературы.

внимание элементарным

рекомендуемой для лучшей подготовки к вступительным экза­
менам и успешного изучения курса высшей математики.
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. ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемая книга представляет собой пособие в помощь 
поступающим в высшие учебные заведения.

В ней содержатся методы решения основных типов задач, 
предлагавшихся на вступительных экзаменах по математике 
за последние годы в вузах Ленинграда.

Чтобы дать материал для тренировки к письменным экза­
менам, в книгу включены специально подобранные задачи 
по наиболее важным разделам, включенным в программу 
вступительных экзаменов, и образцы вариантов экзамена­
ционных работ.

Задачи, предназначенные для самостоятельного решения, 
имеют сквозную нумерацию по всей книге. Большая часть 
их решений изложена в сжатой форме (пропущены проме­
жуточные преобразования, имеющие чисто технический ха­
рактер; не делается ссылок на общеизвестные формулы и 
теоремы, если их применение очевидно из хода решения; 
исследование условий и решений задач описывается подробно 
лишь в сложных случаях, а в остальных дается окончательный 
результат). Излагая решения задач таким образом, мы пре­
следуем цель дать возможность читателю, разбирающему 
решение той или иной задачи, в процессе самостоятельной 
работы восполнить пропущенные выкладки.

Для лучшей подготовки к вступительным экзаменам и 
более успешного изучения курса высшей математики приво­
дится большой список литературы, где особо выделены те 
книги, которые рекомендуются в качестве основных ру­
ководств.

На вступительных экзаменах по математике наиболее вы­
сокие требования предъявляются по алгебре и элементарным 
функциям и по тригонометрии. Это объясняется тем, что 
для изучения курса высшей математики данные разделы эле­
ментарной математики являются наиболее важными. Поэтому 
поступающие в высшие учебные заведения должны иметь 
твердые знания и навыки по всему школьному курсу алгебры 
и тригонометрии.

Письменные экзамены преследуют цель выяснить, в какой 
мере абитуриент владеет техникой элементарных пре­
образований, знает ли необходимые формулы и умеет ли 
рационально выполнять все необходимые действия,
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На устных экзаменах проверяется уровень знаний и навы­
ков по программе вступительных экзаменов. При этом осо­
бое внимание уделяется проверке наличия навыков логиче­
ского мышления, ибо последнее имеет решающее значе­
ние при изучении курса высшей математики.

Отметим наиболее часто встречающиеся ошибки, допускае-

в со-
мые абитуриентами на вступительных экзаменах.

На письменных экзаменах абитуриенты не всегда 
стоянии правильно составить уравнение по условию задачи, 
не умеют, а чаще всего забывают, делать требуемых иссле­
дований области допустимых значений искомых величин и за­
данных в условии параметров; в задачах по тригонометрии 
многие теряют решения в процессе их нахождения или при
записи общего вида найденных углов; большое количество 
ошибок и описок в вычислениях и нерациональность послед­
них говорит об отсутствии требуемых навыков в выполнении 
преобразований и навыков самоконтроля.

математической индукции; нечетко формулируют

На устных экзаменах абитуриенты затрудняются дать 
правильные и четкие определения основных понятий (напри­
мер, понятие о вещественных числах и их классификации, 
понятие об абсолютной величине вещественного числа, о ну­
левой степени числа, об арифметическом корне, равносиль­
ности уравнений и т. п.), порой не отличают определение от 
теоремы; не владеют понятиями о необходимом и достаточном 
условиях; не умеют использовать в доказательствах метод 
полной 
понятие о пределе, не имеют навыков в решении примеров 
на нахождение пределов, требующих простейших элементар­
ных преобразований, не владеют понятием о сумме беско­
нечно убывающей геометрической прогрессии; нечетко фор­
мулируют понятие о функции и ее графике (не знают, что 
такое область определения функции, или смешивают ее 
с областью значений, принимаемых функцией, не умеют по­
казать на графике эти области).

Многие затрудняются (не имея выработанной схемы и на­
выков) в исследовании свойств функции и построении графика 
ее (изучение наличия свойств четности, нечетности и выте­
кающих отсюда свойств симметрии графика относительно 
оси ординат и начала координат; изучение наличия свойств 
периодичности и ограниченности; нахождение точек пересе­
чения графика функции с осями координат, установление 
промежутков возрастания и убывания, нахождение наиболь­
ших и наименьших значений функции, изучение поведения 
функции в окрестности точек разрыва и на бесконечности). 
Некоторая часть абитуриентов недостаточно владеет техни­
кой разложения функции на множители; многие не имеют 
навыков в использовании теоремы Безу, затрудняются в ре­
шении неравенств первой и второй степени и, особенно,
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в исследовании
показательных, логарифмических и тригонометрических нера­
венств; часть абитуриентов затрудняется
и решении уравнений (особенно иррациональных и трансцен­
дентных) и систем уравнений (не умея иногда дать геометри­
ческое истолкование уравнений, систем уравнений и их 
решений и не используя разложение на множители для на­
хождения решений); слабы навыки в действиях над комплекс­
ными числами, в переходе от нормальной формы комплексного 
числа к тригонометрической и обратно; многие не имеют 
четкого представления об обратной функции и построении 
ее графика по графику прямой функции в случае, когда не­
зависимая переменная одна и та же, в частности не пони­
мают геометрической связи между графиками показательной 
и логарифмической функций и не имеют представления об 
обратных тригонометрических функциях. В некоторых случаях 
затруднения вызывали отдельные преобразования, которые 
необходимо уметь делать быстро (например, выделение пол­
ного квадрата из квадратного трехчлена).

Мы с глубокой благодарностью примем все критические 
замечания и пожелания, которые просим направлять по ад­
ресу: Казань, Центр, ул. Ленина, д. 4/5. Издательство КРУ.

Авторы.
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Часть первая

ЗАДАЧИ И ВОПРОСЫ

РА ЗДЕЛ 1

АЛГЕБРА И ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ

Введение

Понятие 6 функции. Основные определения

Пусть даны два непустых множества Л" и У. Если каж­
дому элементу х из X сопоставлен один и только один эле­
мент у из У, то говорят, что на множестве X задана функ­
ция / со множеством значений в У. При этом множества 
Х и У называются соответственно областью определе­
ния и областью изменения функции /. Символически 
это записывают так:

где Л' —аргумент, /(х) или у — значение функции /.
Основными способами задания функции / являются: ана­

литический, табличный и графический.
В данном пособии мы рассматриваем, за редким исключе- 

элементарные функции. Сюда

I

нием, так называемые
относятся прежде всего следующие классы функций:

1. у = с, где с = const.
2. _v = .’ci^ ([J. — вещественное число) — степенная функция.
3. v = ц — показательная функция.
4. у = log'^x гг 1)логарифмическая функция.
5. у = sin л, у = cos л, у = tg .V, у = ctg л: — тригонометри­

ческие функции.
6. у == arcsine, y = arccosjc, у —arctg.r, у == arcctgл — об­

ратные тригонометрические функции.
Указанные классы функций будем называть простей­

шими классами элементарных функций. Если 
функция f принадлежит одному из этих классов или может 
быть получена из таких функций при помощи четырех ариф­
метических действий и операций взятия функции от функции,

?



последовательно примененных конечное число раз, то мы 
будем называть ее элементарной фу ■" «-"у
мер, функции

у = К — а-, у =

функцией. Напри-

з^-1-з-I”'*'
—, у = arcsln (sin х).

У X
2JV = +-^ + 1), = Igsln X, y = 2arcsln

— суть элементарные функции; функция у = |х| — тоже эле­
ментарная функция, ибо она может быть представлена в виде 
у = Ух'^; функция /, заданная формулами

f О при X
I при X 

не будет элементарной, в то время как „составляющие" ее 
функции у = О (х ^0) и у = х'‘‘ (х>0) являются элементар­
ными.

Из определения элементарной функции / следует, что она 
задается ан алитически и притом в виде одной фор­
мулы. Эта формула задает закон, по которому каждому х 
из X ставится в соответствие у из У.

Если при этом значение / (х) функции f получается из 
значения аргумента х только при помощи алгебраиче­
ских операций (т. е. четырех арифметических действий, 
возведения в степень и извлечения корня), то такая функция 
f называется алгебраической.

Все неалгебраические элементарные функции называются 
трансцендентными. Среди простейших элементарных 
функций, указанных выше, к трансцендентным относятся по­
казательная, логарифмическая, тригонометрические и обрат­
ные тригонометрические функции.

Алгебраические функции, заданные формулами, содержа­
щими только четыре арифметических действия над аргумен­
том, называются рациональными.

Рациональная функция, заданная формулой вида

Р(х) = йох"-!- fliX"-' -Ь ... -Р ап-1 X + й!„,
где «о, «1, ..., — постоянные вещественные числа,
вается целой рациональной функцией 
членом степени п.

Функция

О, 
О,

п составляющие

+ ... + Ад. X + а.
назы-

или м н о г 0-

Р(х)
(1)Q{x} ’

где Р(л) и Q(х) — многочлены, называется дро б н о й-р а ци- 
ональной функцией или рациональной дробью. Ра­
циональная дробь (1) называется правильной (непра-

8
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вильной), если степень многочлена Р{х) меньше (больше 
или равна) степени многочлена Q(x).

Все алгебраические функции, не являющиеся рациональ­
ными, называются иррациональными.

Уравнения. Основные понятия и определения

Уравнением будем называть символическую запись 
задачи об отыскании тех значений аргумента, при которых 
две функции fag принимают равные значения:

/(x)=g(x). (2)

Решить уравнение в данной числовой области G (найти 
решение) означает найти такие значения (решения) из О, 
что

/(■«/)
По характеру функций, входящих в их состав, уравнения 

классифицируются на алгебраические (рациональные, ирра­
циональные) и трансцендентные (показательно-логарифми­
ческие, тригонометрические).

Уравнение (2) может иметь решение, если существует 
общая часть областей изменения функций fag. Решения 
уравнения должны находиться в общей части областей опре­
деления функций f и g.

Множество значений неизвестного, в котором могут на­
ходиться решения, будем называть областью допусти­
мых значений неизвестного (О. Д. 3.).

Уравнения называются равносильными, 
имеют одно и то же множество решений.

При решении уравнения надо стараться заменять исход­
ное уравнение ему равносильными. Если это оказывается не­
возможным, то допустима замена исходного уравнения его 
следствием, т. е. уравнением, в множестве решений ко­
торого содержатся все решения исходного (но могут быть 
и другие).

К основным 
следующие:

1- =g(x) <=>/(л-) -+■ <?(л) =ё'(л-) + <р(х),*
где ср (х) имеет смысл в О. Д. 3. исходного уравнения.

2- /(x)=g(x)<=>/(.t)cp(x)=g(x)cp(x),
где ср(х) не обращается в нуль в О. Д. 3. исходного урав­
нения.

I

если они

ь

равносильным преобразованиям относятся

— знак равносильности.
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Все сказанное выше относится и к системам уравнений. 
При решении данной • системы надо заменять ее равносиль­
ной системой или следствием. В случае замены исходной 
системы следствием необходима проверка всех найденных 
решений подстановкой в исходную систему.

что
Неравенства. Основные понятия и определения

Будем считать, что понятие числового неравенства и 
свойства числовых неравенств читателю известны.

В этом пособии рассматриваются две основные задачи, 
связанные с неравенствами: доказательство неравенств и ре­
шение неравенств.

Доказать неравенство
/{а, Ь, с,...) \/g(a, Ь, с,...)

*

что данное неравенство становитсяозначает установить, 
верным числовым неравенством при все.х значениях аргумен­
тов из данной области и при указанных связях между ними.

Неравенством, содержащим неизвестное, будем назы­
вать символическую запись задачи об отыскании областей 
изменения аргумента таких, что при любом значении аргумента 
из этих областей значения одной функции больше (меньше) 
значений другой функции:

/(A-)Vg(-V). (3)
Решить неравенство (3) означает найти такие области 

(а, Ь)* **,  что при всех х из (а, Ь) это неравенство становится 
верным числовым неравенством.

* V — один из знаков: <, ■>,
или области вида (а, й], [а, Ь], [а, й). Область может быть 

бесконечной в одну или обе стороны.

Решение неравенства (3) может существовать только при 
наличии общей части областей определения функций / и g и 
необходимо входит в эту часть.

Понятие равносильности н понятие следствия, данные для 
уравнений, переносятся на неравенства.

При умножении обеих частей неравенства на некоторую 
функцию необходимо исследовать знак этой функции и в слу­
чае ее отрицательности изменить знак неравенства на про­
тивоположный:

/ W > g U') <=> / (а-) ? (х) < g (х) ? (х) при (х) < 0.

Уравнения и неравенства с параметром.
Основные понятия и определения

Мы будем называть 
уравнение

суравнением параметром

*

10
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F {а, —
определяющёе х как функцию * параметра а.

Такое задание функции называется неявным.

Задача решения уравнения с параметром состоит в на­
хождении функции

(4)

X ==/(«), 
определяемой уравнением (4).

Обычно, решая уравнение с параметром (4), получают 
несколько функций вида (5), определенных в различных ин­
тервалах изменения параметра а.

(5)

Очень полезно, по возможности, изображать решения (5)
В виде кривых в прямоугольной системе координат (я, х).

П р и .4 е р 1. Решить уравнение 

ах — а =2 0. 
Решение, 

переписать так:

лл ■' ' а.

Уравнение можно

1. X — — = 1 при й
й

2. X — любое число при 
(рис. 1).

Совершенно 
задача решения
ства с параметром

приведении (6) к

dr

аналогично 
неравен-

(6)
состоит 
виду

.vV/(«). (7)
Геометрически решениям

(7) соответствуют области 
в прямоугольной системе ко­
ординат (я, х).

П р и и е р 2. Решить неравенство

ах — 1^0.

Решение. Перепише.ч неравенство в виде 
ах >• 1.

Рис. 1.

0

Рис, 2.

1. .V

2. X

— при й > 0; 
й 
J- при а 
а

О (рис. 2).

а —а

I

о

В

1
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Некоторые сведения из теории многочленов

Теорема 1 (теорема Безу). Остаток R от деления 
многочлена Р{х) на двучлен х — а равен значению этого 
многочлена при х = а, Р = Р{а}.

Следствие. Для того, чтобы многочлен Р(а} делился 
на двучлен х — а без остатка, необходимо и достаточно, 
чтобы число а было корнем этого многочлена, т. е. Р{а) =0.

Если найден хотя бы один вещественный корень х = а 
многочлена Р{х), то этот многочлен можно представитьмногочлена Р(а), то 
в виде

Р(а) = (х —а) Q(a), (8)
где Q(a) — многочлен (с вещественными коэффициентами), 
степень которого на единицу ниже степени многочлена Р (х). 

Теорема 2. Всякий многочлен п-ой степени с вещест­
венными коэффициентами может быть представлен в виде 
произведения многочленов первой и второй степеней с ве­
щественными коэффициентами, сумма степеней которых 
равна п.

Теорема 3. Два многочлена равны тогда и только 
тогда, когда их свободные члены и ' все коэффициенты при 
одинаковых степенях х равны между собой.

§ 1. Рациональные уравнения

I. Определение рационального уравнения

Рациональным уравнением будем называть уравнение 
вида

/(x)=g(A-), (1)
где /(а) и ^(а)

а) целые рациональные функции
/(а), g(A) = а^,х!' + aix'‘-^ + ... + а,

б) дробные рациональные функции
воА-'' + 4- ... 4-

+ ... +

Как уже говорилось во введении, рещение уравнения мо- 
только в том случае, если существует

+ а.
+ ... + h

X + а, (2)

(3)

жет существовать '
общая часть областей изменения функций /(л) и g{x).

Пример 1.
2
X-

/й)> ^(л-) =

1__
т 1 ■

12
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Решение. Это уравне­
ние заведомо не может 
иметь решений, ибо левая 
часть его строго положи­
тельна (/(x)>0), а пра­
вая строго отрицательна 
(g(x)<0) (рис. 3).

2. Область допустимых значений 
неизвестного в рациональных 

уравнениях

В уравнениях вида (2)
О. Д. 3. есть любые зна­
чения л, а в уравнениях . 
вида (3) необходимо иск­
лючить те точки, в кото­
рых знаменатели обращаются в нуль.

Рис. 3.

3. Равносильность преобразований

При решении рационального уравнения может возникнуть 
необходимость в некоторых преобразованиях, приводящих 
к более простому уравнению. Здесь необходимо внимательно 
следить за выполнением условий, сформулированных в тео­
ремах о равносильности уравнений во введении.

Пример 2.

X + 6 = х^.

Какие из следующих уравнений равносильны исходному:

1. Х“ — X — 6 = 0,
2. 3 (л -Ь 6) = Зл^.
3. X (л -р 6) = л®.

+ 6 +4.

5.

6.

1
X — 3 

1
— X — 6

X -р 6 Х^ X" -р X "р 6.

— х~ +

X + 6 +

у

(

t
X

1
X —3

Л= + 1
— X — 6

Решение. Только уравнения 1 и 2 равносильны исход­
ному; уравнение 3 является следствием исходного, появился 
посторонний корень х = 0; уравнение 4 имеет только один 
корень X — — 2 (потеря решения); уравнение 5 не имеет кор­
ней; уравнение 6 является следствием исходного, оно тож­
дественно при всех значениях х.

13



4. Некоторые типы рациональных уравнений. 
Исследование решений по параметру

к. Уравнение вида
ах + Ь = О (4)

называется линейным уравнением.
Если «=7^ О, то (4) имеет

х = — — если а==0, & = 0, то х — любое число; если а = О, й
b-^Q, то решений нет.

Б. Уравнение вида
ах'2 -Е 6х 4- с = О

единственное решение вида

(5) 
называется к в а д р а т н ы м уравнением. При а=И=0имеет мес­
то формула для решения:

Х1,2 =
— fe + к — 4яс

Ча

Если й = 0, то уравнение (5) является уравнением типа 
(4). Непосредственно изучая формулу для решения уравне­
ния (5), можно заключить, что вещественность или неве­
щественность решения зависит от знака разности

Ь'- — 4яс D,
которую называют дискриминантом квадратного уравнения 
(5). Если D > О, то корни вещественные различные; если 
D — 0, то — вещественные равные; если D < О, то — ком­
плексные сопряженные. В более подробном изучении зави­
симости значений корней уравнения (5) от параметров а, Ь 
и с потребность возникает в конкретных задачах.

■ Корни квадратного уравнения удовлетворяют системе

а
С

Xj • Х2 ==^ —
а

Х1 + Х2 = —

(теорема Виета).

Пример 3; Решить уравнение

а— X

Решение. О. Д. 3. хфа.

1 kx 4“
а — X

.1 + kx
а — X

14
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Сокращая на знаменатель, что возможно из-за О. Д. 3., по­
лучаем:

l+^x = a + x их =-----  при k 7^ 1.1+^х = а + х их = при й 7^ 1.

Если ^ = 1, но «9^1, то решений нет; если ^ = 1 и а — \, 
то уравнение имеет бесчисленное множество решений, за 
исключением х=1.

Пример 4. Решить уравнение 
1 ь 
X. а — X 

Решение. О. Д. 3. хУ=О, х я. 
Имеем:

!

а — х — Ьх, (й+1)х = а.
а 

6 + 1

а) X = ф О справедливо при а О, Ь 4^ — 1,

1. Если — 1. то х =

б) X =----- а справедливо при Ь О, Z) — 1.
• 6+1' у ,,, ,

б) X = а справедливо при Ь О, Z) — 1.
& +1

2. Если /) = —1 иа^О, тоО-х = аи решений нет.
3. Если & = 0, то решения нет, т. к. тогда х = а.
4. Если Ь= — 1 и а = 0, то О • х = О — бесчисленное мно­

жество решений, с учетом О. Д. 3.

X = при я=гО, ^^т^Ои — 1;х — любоеОтвет: .. Ь + 1 ■
число при & = — 1 и а = О, с учетом О. Д. 3.

Пример 5. При каких целых к корни квадратного урав­
нения 

kx"^ — (1 — 2й) X + ^ — 2 = О

9

рациональны?
Решение. Корни уравнения будут рациональны, если 

дискриминант является полным квадратом: 
D (1 - 2kY - {к - 2) = 4й + 1.

Далее подбираем подходящие значения к, например: 
6, 12, 20, 30 и т. д.

Пример б. При каких а корни квадратного уравнения 
4x2 _ 12х + 1

равны по абсолютной величине?
Решение, а) Если Xi==X2, то необходимо /3=0.

15
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D == (8й — 12)2 _ 16 = б4а2 - 192й + 128.
Решая уравнение

64^2- 192a + 128 = 0 
или

«2 — За + 2 = о,
найдем: <21 = 1, «2 = 2.

б) Если Х2 = —Х1, то по теореме Виета
Х1 + Х2 = Х1 + (— Xj) =----

т, е. необходимо й = 0. Отсюда
8й—12 = 0, т. е. <2=1,5.

а

Пример 7. Найти зависимость между й и в уравнении
ах"^ Ьх с =

если корни его взаимно обратные числа.
Решение. По теореме Виета, т. к. х^ — —, получим:1

Х1
1X. • х.> = — , или Х1 • — 

а Xi
с с 1 „—, т. е. — = 1, с = а.
а аХ1

Пример 8. При каком значении р сута квадратов кор­
ней уравнения

+ {Р — 2) X + р — 3 = о 
принимает наименьшее значение и какое?

Решение. По теореме Виета
-«1 + -^2 = — (т» — 2) = 2 — /7 
Xj • Х2 == р — 3

или

Тогда

(л, + х^у- = 4 — 4/7 + р- 
2X1 • х, = 2/7 — 6

XJ + х2 = (Х1 + Х2)2 — 2X1X2 = j(72 — 6/7 4- 10 =
= {р — 3)2+1, т. е. при /7 = 3 mln (xi + Хг) 1.

ПримерЭ. При каких р и q корни уравнения 
х2 + /7х + 7 = о

будут также равны /7 и t/? Найти эти уравнения.
Реше н и е. По теореме Виета

( р + q = - Р,1 pq = ?•
16
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Из второго уравнения замечаем, что возможны два случая:
а) ^ = 0, тогда —любое, б) тогда р = 1. С учетом 
первого уравнения получим:

а) q = о, р = о, р=\, q — — ^.
Искомыми уравнениями будут

х2 = о и х2 + X — 2 = 0.
В. Уравнение вида

ах2" + &х" + с = о
называется трехчленным (биквадратным при п = 2).

Подстановкой 

Ь

(6)

это уравнение приводится к квадратному:
-р Ы -р с = 0.

Возвращаясь к старой переменной х, получим 2й решений 
уравнения (6).

Пример 10. Решить уравнение
- Юх^ +1 = 0.

Решение.

\

х2 /2 - 10/ + 1 = 0.

± Кб ±

при q

= 5 + К 24; Х1,2,з,4=

Для биквадратного уравнения

х< + jox2 + ^ = о (б')

■ 7>0 может иметь место другой способ решения. 
Разделив обе части уравнения (6') на х-^ получим;

место

^ + ;? = 0.
JC-

Последнее уравнение подстановкой

У ч
л

tX. +

приводится к квадратному.
Рассмотрим решение примера 10 данным методом.
Пример 11.

х4 - 10x2 4-1=0.
2 д.852 17



Решение.
+ -— 10 = 0 или л’ + 2л’ ■ -^-Р-^— 10 — 2 = 0.

(^х -Р iy= 12, л -Р -^ = + KJ2.

1. л-Р -L = Kl2, л‘ 
Л 
1 _____

■ л

Нетрудно убедиться в том, что результаты, внешне силь­
но отличающиеся, тождественны, причем результат, получен­
ный вторым способом, красивее.

Однако второй способ применим к биквадратным уравне­
ниям вида (6') только при условии q “

К 12л+ 1=0, Л1,2 = КЗ±К2.

2. X+ - = -]/ 12, / 12л + 1 = О, л-3,4 = -Кз + Кг.

0. Это не случайно- _ 1 _Дело в том, что в этом случае, если q— 1, уравнение (6') яв­
ляется симметрическим, если 

Г. Уравнение вида
Оол" + «(Л"-' -Р ... -Р a^x^^-’^ -Р ... + -Р ... + а^х -Р 00 = 0, (7) 
где коэффициенты членов, равно отстоящих от концов, равны, 
.называется симметрическим уравнением.

Симметрические уравнения обладают двумя свойствами:
1. Симметрическое уравнение нечетной степени имеет 

корень л = — 1.
2. Симметрическое уравнение четной степени 2/г при по­

мощи подстановки

1, — возвратным.

нечетной

Z = л + -^ 
X

сводится к уравнению степени
Из этих свойств вытекает способ решения симметриче­

ских уравнений, который заключается в следующем:
1. Если уравнение (7) имеет нечетную степень, то, исполь­

зуя свойство 1, понижаем степень уравнения на единицу 
и получаем уравнение четной степени.

2. Производим некоторые преобразования (см. примеры

*

12 и 13) и применяем свойство 2.
Пример 12. Решить уравнение

2л'5 4- 5л^ — 13л’ — 13л’ -1- 5л -г 2 = 0.
Решение. Разделив обе части уравнения на (л •+■ 1), по­

лучим:
2л^ + Зл’ — 16л-’ + Зл + 2 = 0.

* См. Введение, формула (8).

18



Разделив далее обе части уравнения на х’, получим: 
2х2 + 3х-16 +3 • 1+2 •- =0.

л л2

Сгруппируем члены уравнения следующим образом:

(2х»+2^) + (Зх + 3.1)-16-0,
или

2(^x2 + 

введем подстановку^

16 = 0;

Замечая, что

/ = х + 1.
X

Х2 + 1 = /2 - 2, 
Х^ 

получим, после упрощений, квадратное уравнение 
2/2 + 3/ - 20 = о, 

5 . ...

- 2,

корни которого суть /, = и /з = —4. Искомое уравнение 
распалось на два квадратных уравнения:

2 ’

2. X + — = — 4, Х4 = 2, Xi =

2

11. X "1— =
X 
1

-’^2,3 — — 2 + I' 3.
1
i'

Ответ: Xj = — 1, Хг.з = — 2 ± КЗ, Х4 = 2,
X

Х5 =
_1_ 
2

Пример 13. Решить уравнение
х1 — 2х’ — х2 — 2х + 1=0.

Решение.
X*  — 2х’ — x^ — 2х + 1 = о (: х’^), 

х2-2х-1-21+- = 0,
X

X + 1 = Z, х2 + 1 = /2 — 2.
X х^

t^ — 2t — 3 = Q, 3, /, = - 1;
X + — — 3, х + — = — 1.л
3+ КТ

2

1

-1=0,

Ответ: Х1,2 =

. 1
■ X
1 КТ .

1 -':з,4 — — 2 — 6 '
КЗ-

19
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PiHTepecHO заметить, что в симметрических уравнениях 
мы всегда будем получать пары взаимно обратных корней.

Разобранный тип уравнений является частным видом воз-J 
вратных уравнений.

Д. Уравнение вида
й!ох2"+’ — <21x2" + ... + а:„х"+’ + 
+ О‘П+\-^'' + ••• + <22лХ + Й2И+1 = о

возвратным уравнением

4- ajx^" + ... + а:,,л"+’ + ■n I I „ I J . _ f

называется возвратным уравнением нечетной 
если его коэффициенты удовлетворяют условиям;

Д2/г + 1
«о

\2п-1п.

= X2z:+I.

«2л
Й1

Й,

(8) 
степени,

(9)
-^=Х. (X —любое действительное число).

Уравнение вида
+ ... + а„-1Х"+' + а,^х^ +

+ а„+^х"~^ + ... + a-in—i-x + ci2n — 0 (10
называется возвратным уравнением четной степени, если 
его коэффициенты удовлетворяют условиям;

Йо

‘2я-1

«1

-^ = X" 
a,

= X«-1

(11)
'я+1 = Х.
’-n-l

При решении примеров необходимо сосчитать
, «я+1 ,Х =-----  или Х = —

^п—\
и Проверить, удовлетворяют ли полученные значения X усло­
виям (9) или (11).

Возвратные уравнения обладают двумя свойствами:
1. Возвратное уравнение нечетной степени имеет корень 

X— — X.

а,

1 “Я + 1 1X =-----  или X 'л + 1

20



2. Возвратное уравнение четной степени 2п при помощи 
подстановки

/ = X + К
X

сводится к уравнению степени п.
Способ решения возвратных уравнений сходен со спосо­

бом решения симметрических уравнений.

Пример 14. Решить уравнение
х^ -Р 2x3 _ _ |Q_,- 25 = 0.

Решение. Убедимся в том, что данное уравнение явля­
ется возвратным уравнением.

Y = (-5?,
— 10

2
= -5,

т. е. X = — 5.
Разделив обе части уравнения на №, группируем члены 

уравнения следующим образом:

(х^- +

Вводим подстановку 

- 18-=0.

.5t = X —
X

тогда
+ - = /2 + 10.

Решая квадратное уравнение 
+ 2Z - 8 = о,

получим:
/1 = 2, /з = — 4.

Возвращаясь к старой переменной х, будем иметь:

1. X----— = 2, Л1,2 = 1 ± Кб.л
2. Л- —X — 4, -'“3--------- 1 , -''"■I = — 5.

5. Уравнения высших степеней. Замена переменной. Метод 
неопределенных коэффициентов. Искусственные приемы

В курсе высшей алгебры доказывается, что уравнения 
3-й, 4-ой степеней могут быть решены в общем виде, 
нения, степень которых выше 4-й, не могут быть решены в 
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общем виде. В последнем случае необходимо применять не­
которые частные приемы.

а) Замена переменной.
Способ заключается в том, что некоторое уравнение вида 

/(x)=g(x), 
где f (х) и g (х) — многочлены степени 
ся к виду;

выше 4-й, сводит-

/i(0=gi(0,
где /1(0 и gi (О — многочлены степени ниже 4-й, и ^ = /(х)-

Пример 1-5. Решить уравнение
(х - 2) (х - 3) (х - 4) = 6.

Решение. Перепишем данное уравнение в виде 
(X 2) Кл--2)-1] [(.х:-2)-2]=6.

обозначая
X — 2 — t, 

после упрощений получим:
/3 __з^2 2)! -6 = 0,

(Z - 3) + 2 (/ - 3) = о, (Z - 3) (е- Р 3) = 0. 
Zj = 3, /2.3 =+

Тогда
X, = 5, Х2,з = 2 ± < V 2.

Пример 16. Решить уравнение
хз + Qx -Р 4x2 + 3 = 0.

Ре-шение. Перепишем данное уравнение в виде 
х® 4- Зх 4- 2х 4- X + 3x2 + + j + | + j q.

или
ГхЗ 3x2 + Зд; + I) + (дз + 2д. + 1) + (-Д. щ 0.

Нетрудно заметить, что последнее уравнение можно перепи­
сать в виде

(х-;-1)® 4-(х4- 1)2 + (х Р 1)=0.
Дальнейшие вычисления не сложны:

X 4- 1 = t,
i) = o.



л = о, ^2,3 — — £
2

-■!- I

= л:2,з= —
3
У

/ КА-
2

± 1^—0-

Пример 17. Решить уравнение
+ — -j- — Л-------
Л2 ' 2 \ X J

X- -L.\ — 5^O.

Решение. Обозначая
1

X---------
X

1заметим, что тогда л^ + —= /2-р2. Будем иметь
л-2

t+ 2 — 5 — О или 2t- + t — 6= 0.
2

Z, = -2,

Задача свелась к решению двух квадратных уравнений: 
, 11. X----- - = — 2, Xi,2 = — 1 i 2.

12. X- — _3_
2 ’

X• _ о3 — = —X
в разобранных примерах требуемую подстановку было 

сравнительно легко заметить. Однако это не всегда так.

Пример 18. Решить уравнение
2
4

Решение. Прибавим и вычтем в левой части уравнения 
х^. Будем иметь

х’ — 2х’ + х~ — X- + X — = о,

x« - 2x’ + X — = 0.

3
4

или
3(x^ - x)2 - (x2 - x) - - = 0.
4

Обозначая
X'■^ — X = t.

получим:
t2_/ __ A = g, — 2

2 ’4
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Возвращаясь к старой переменной, будем иметь: 
3

1. У — X + g- = о,
1

2. — х — у = 0,

КУ1 .КУ 
.^1,2 = zfc ~2— ■ 

лз,4 2 ~ 2 *

пример 19. Решить уравнение
(а + jc)4 + (/? + х)4 = с. 

Решение. Введем подстановку
(д + Л') + (Ь + х) 

2

2

КУ

откуда получихч:

или

а + Ь
2 '

Подставляя в уравнение, будем иметь:

2 ) к 2 )

X — t

2
— с.

д — Ь \‘1 а — 6 \4 = с.

Раскрывая скобки, получим:
14/^ + 4 (« — Z)) / + (« — /?)■-]■’ + [4/^ — 4 (а — />) / + (а — 

16/4+1б(а —/»)/^ + (а —&)4 + 16/3(tz-Z>) + 8/44^
+ 8 (а - ЬУ t + 16/4 + 16 (а - й)/'4 + (а - ~ 16/“ (а - Ь) 4-

+ 8/^ (а - Ьу—8 (а -Ь}4 = 16 с

16с, 
Й)'4 +

или
16/4 + 24 (а - Ь)Г- ьу -8c=^Q.

Последнее уравнение биквадратное, метод его решения уже 
известен.

Пример 20. Найти приемом, показанном в примере 19, 
вещественные решения уравнения

л4 + (х-1)4= — .

1

Л4 + (Х- 1)4=1-.

Решение. Здесь а==0, /» = —1, с = 1. Получим урав-
8

некие
8

или
16/'‘ + 24/^Н-1 -1=0

= о, /з,4 = + !

/2(2/2 + 3) = 0.
1 
Т’

Л1,2 =
1 

•«3.4 = 2
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= 1•2X'

б) Разложение на множители.
Пример 21. Решить уравнение

-^ = 1А. 
Зх 9

Решение. Перепишем данное уравнение в виде
2 4 1 / , 2\----- = — (х4 ).

9 X \ 3 J
9 X^-------

Тогда будем иметь:
Z .. , 2 
\ ' 3

2
X

2
Л - ------
3

= 0,

•^1 = —
2X--------
3

л:2,з =

± = 0, 3x2-2х-3 = 0, 
X
1 + Fio

3

3 ’

Пример 22. Решить уравнение
х^ — 2x2 _ 12х — 8 = 0.

Решение. Будем разлагать левую часть на множители 
методом неопределенных коэффициентов. Предположим, что 
левая часть уравнения представима в виде

х^ — 2x2 _ 12% — 8 = (х2 + рхХ + ^1) (х2 + рчХ + q2'},
где Pl, р2, Qi, — целые числа.

Раскроем скобки в правой части последнего равенства и 
приравняем коэффициенты при одинаковых степенях х. Будем 
иметь тогда:

Pi + /’2 = о
+ <72 + PiPi — — 2 

Piq2-\-P2qi = —12 
<'i-72 = —8 b

Полученную систему будем решать с учетом целочислен­
ности неизвестных. Из последнего уравнения следует, что 
для qi возможны следующие значения: 1, 2, 4, 8, —1, —2, 
-4, - 8.

1. Предположим, что ^i = l. Тогда = — 8. Так как из 
первого уравнения следует: P2 — —Piy то после подстановки 
qi и q2 в третье уравнение (^2 — 91) Pi = ~ 12 получим: 9i = l,

92 = — 8, 92 — 91 = — 9,

Значит, <717^1.
2. Аналогично проверяем q^ — 2.

4— 9;jj == — 12, =------не целое.
3
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= 2, q-i = — 4, ^0 — = — 6, — dp, = 12, рх = 2 -- целое. 
Однако найденные значения </1 = 2, 1/2=—4,/>i = 2 не удов­
летворяют второму уравнению:

V1 + q-i - р\ = _ 9

HO
2-^ - / - 2.

3. П^сть <71 = 4. Тогда q-y = — ‘1, q-, — q, = —6, —6/<,= —12,
“ ~ Ру 2 в третье уравнение,Рх — 2. Подставляя </, = 4, q^ 

получаем тождество:
4 _ 2 - 4 - - 2.

Итак, заданное уравнение можно записать так: 
(л:^ + 2x + 4) (№ — 2л — 2) = и.

1, л'^ + 2.x: -Т 4 = 0; Xi,2 = — 2. _
2. л- — 2х — 2 = 0; Лз,<1 = 1 + V 3.
в) Рассмотрим еще один вид подстановки, отличающийся 

от указанных выше.

Пример 23. Решить уравнение
(л -г 2) (л — 3) (.V — 1) (л -г 6) = 40№.

Решение. Перемножая выражения, стоящие в скобках, 
попарно, получим:

(л- Л' — G) (х'^ л- 5х —= 40л',
Введем подстановку

относительно t.
= Ъх и ^2 =

л^ - 6 = t.
Тогда уравнение принимает вид:

(/ — х) (■/ + 5л) == 40л^ или 4- ^xf — 45л® = 0.
Решая последнее уравнение относительно Z, получим: 

9л. Задача сводится к решению двух квад- 
ратны.х уравнении:

1. л® — 5л — 6 0; Л| = — 1, л-.. = 6.
-9 + рТб5

22, 4- 9л’ — 6 — О, Лз,4 ==

г) Рассмотри.м решение уравнения с параметром.
Пример 24. Найти вещественные решения уравнения 

л’ — 2ах- — X — cfi — а — 0.
Реше и и е. Так как любое уравнение с параметро.м можно 

рассматривать как уравнение с двумя неизвестными, замечая, 
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ЧТО данное уравнение есть квадратное относительно а, пере­
пишем уравнение в виде

й- — (2№ Н 1) й (.х*  — х) = и
решим его относительно й. Будем иметь

+ 1 + (2х + 1)

2Й1,2 =

ИЛИ
«1 = + л + 1, Й2 = — X.

Исходное уравнение сводится к решению двух квадратных 
уравнений:

1 '»! 11 i ]|^4u — 3
1. X" + X -{- 1 ■— й — О, Х1,1 = ------------ 2-----------

1 ±
2

о
4, а

2. — X — а = О, хз,4

3 четыре решения;

-- 1 ± — 3

, <3 4 -

Ответ: При а

Л1,г = , .^3,4 =
1 + Z4fl-t- 1 .

при -1 3
й — два решения;

Л1,2 =

4

1 + /4аЧ^
2

*

Решить следующие уравнения:
1. х^ - 2х= - x^ - 2х + 1 = 0.
2. X® — Зх^ 6х^ — Тх^ -Ь 6х'^ — Зх + 1 = 0.
3. 2х® - 9х’ + 20х® - ЗЗх» + 46х^ - 66x^ + 80х^ - 1'2.х 4-

+ 32 = 0.
' 4. т- {х — 2) — 3/?? = X + 1.

(а— х)^ — (х — Ь)"
{а — х) (X — Ь) а" — Ь-‘

X — а
X + а

а + 1
а— 1

5.
4аЬ

а^ + 2х
X —а

■], (1 + л: 4- x^)^ =

6.

(1 +№ + х-‘).

4х + 6а
X — 2а а{х— 2а) (а + х)

9. (9й 4- — х)- 4- (й 4- 5Z) — Зx)^ == {Та — Ь 4- х)^ 4-

8. 2х 
а {а + л)

+ {Та -г ЗЬ — 5ху.

1
X — 2а



10. a (с — d}
X + а ' л + d

11. I 1 — i Л-11

d (а — Ь) Ь\с—dy
X 4- Ь

с (а — Ьу 
х-у- с

§ 2. Иррациональные уравнения
1. Определение иррационального уравнения

Иррациональным уравнением будем называть урав­
нение

/(z)=g(x). (1)
где / (х) и g {х)

а) иррациональные функции вида
/(х), g(x) = j/7W, (« = 1, 2, ...),

б) иррациональные функции вида

/W, /tW (tt=l,2,...).
Как уже говорилось во введении, решение уравнения (1)

(2)

(3)

следует искать в О. Д. 3. для неизвестного, т. е. в общей 
части областей определения функций f (х) и g'(x). Решение 
уравнения может существовать только в том случае, если 
существует общая часть областей изменения функций /(х) 
и g(x).

+ +

i

2. Область допустимых значений неизвестного 
в иррациональных уравнениях

В уравнениях вида (2) О. Д. 3. есть множество решений, 
удовлетворяющих неравенству ср (х) О, а в уравнениях вида 
(3) совпадает c естественной областью определения функции
ср (х).

Пример 1. Доказать, что следующие уравнения не име­
ют решений:

1. К2х- 1 -Р К X-5 4-3 = 0.
2. К х-5 + К2-х = 8.
3. К х2 - 1 + К1 -х^ = 1.
4. V х-2 • К 2-X = 2.
5. V х^ — 4 • К4 — х2 = X.
Решение. 1. Так как корни всегда считаются арифме­

тическими, то левая часть уравнения при всех допустимых 
значениях х строго больше нуля. 2. О. Д. 3. х —5>0 и 
2 —х>-0, т. е. х^5, х:^2. Общая часть областей опреде­
ления отсутствует. 3. О. Д. 3. х- — 1 >-0, 1 — х^^-О, т. е. 
1х|>1, |х|^1; единственно возможно х=1, 
является решением. 4. О. Д. 3. х>-2, х<2; единственно
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возможно х = 2, но х==2 не является решением. 5. О. Д. 3. 
|х1=2, но |х| = 2 не является решением.

Пример 2. Решить уравнение

— 2х + 3 = I/ 4 — .
2. Рассмотрим области изме­

нения правой и левой частей уравнения.
а) /(х) = — 2л + 3 = — 2л + 1) + 2 = (л — l)^ + 2,
е. область изменения

левой части есть
00;

изменения

Решение. О. Д. 3. |х|

т.

2</(х)<
б) область 

правой части есть 
o<g(x)<:

Итак, единственно воз­
можно такое решение, ког­
да f (л) = g (л) = 2. Но 
f{x) — 2 при х = 
^(л) = 2 при л = 0. Эти 
значения х не совпадают, 
следовательно, 
нет (рис. 4).

2.

1, а

решении

у

ч'и‘ гл •‘3

Рис. 4.

о X

3. Равносильность преобразований

Основным преобразованием при решении иррациональных 
уравнений является последовательное возведение в одина­
ковую степень двух частей уравнений (рационализация урав­
нений). Это преобразование приводит к равносильному урав­
нению в О. Д. 3. исходного уравнения при условии

fkxy-g^x} >0.
Возможны также некоторые искусственные приемы, кото­

рые будут проиллюстрированы в дальнейшем.
Пример 3. Равносильны ли следующие уравнения:
1. V 4х'^ - 9 == КУ.
2. К2л-3 • К 2л -+- 3 = КУ.
3. К (2л-3)(2л + 3) =1^7'?
Решение. Уравнения 1 и 3 равносильны. Уравнение 2 

неравносильно уравнениям 1 и 3, ибо, вследствие сужения
О. Д. 3., теряется корень х=— 2.
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4. Общий метод решения иррациональных уравнений.

О, X

(Примеры)

Пример 4. Решить уравнение

/ 2х — 1 + К X — 2 == К X -pl•
p е ш е н и е. О. Д. 3. 2х— 1 > о, X > 2, X 

Возведем обе части уравнения в квадрат:
2х — 1 + 2 р 2х —1 • X ~ 2 + х — 2 = х+ 1, 

р 2х — 1 • р^ X — 2 = 2 — X.

— 1, т.'е.

IРешение последнего уравнения должно удовлетворять нера­
венству X С учетом О. Д. 3. единственно возможным 
является решение х = 2. Непосредственной подстановкой в 
уравнение убеждаемся в том, что х — 2 является решением.

Пример 5. Решить уравнение
I 2х — б-р I X -р 4 = 5.

• Решение. О. Д. 3. 2.V — 6
Уединяем радикал:

V 2л: — 6 = 5 — Г^л: -Р 4.
Последнее уравнение имеет решение, если

5-1' л + 4>0,
т. е. 5 р л: + 4, 25 л: + 4, л:
Возводя в квадрат обе части (*),  получим:
2х - 6 = 25 - 10Их + 4 + X +4, 10 Г'^хТЯ = 35 - х (х < 35); 

ЮОх + 400 = 1225 - 70х + 4; х= - 170х + 825 = 0.
X, = 5, Xq = 165.

Ответ: х==5 (хг=165 не подходит по О. Д. 3.).

. 5 Кл 4- 4, 25

О, X + 4 о, т. е. X 3.

(*)

21, т. е. О. Д. 3. 3<х<21.

li

к

5. Освобождение от иррациональности путем тождественных 
преобразований радикалов. Замена переменной. (Примеры)

х — гКл- — 1 =2.

В следующих примерах существенно используется поня­
тие абсолютной величины.

Пример 6, Решить уравнение

И X + 2 Ух — 1 — ,

Решение. Будем иметь
/х Р 2p'x^l - 1 +1 - Г X - 2_ 1 + 1=2,
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о

Z(x-l) + 2 Kx-l + 1-F (х-1)-2Кх-1 + 1=2, 

/(KT^ + iF- r’(к;F^-l)^ 

или

J

= 2

Ух- 1 + 1-1 Кх - 1 - 1 I =2.
Возможны два случая:

1. Кх=Т1- 1
Тогда получим:

Кх^1 + 1 — + 1=2,
что выполняется тождественно.

о, т. е. Ух — 1

О, т. е. — 1 1, или х'^2.

J
1

2. Кх - 1 — 1 
Тогда получим:

J 4-1 — 14- KJrn = 2,
2 Kx^l = 2, Кх^ =1, X = 2, 
ложению х<;2.

Ответ: х
Пример 7. Решить уравнение

I X 4” J 2х — 1+1 X + 4 +

2.

1, или X < 2.

что противоречит предпо-

K2x+ 1 = К32 .

Решение. Пусть У‘1х — \ == t 0), тогда л = 

Подставляя в уравнение, получим:

+ у ‘
—!= Г Д+TF +

4- t 4- f^+ 1

_ 1 
кт

4“ 4 -р 3/ — J' 32,

l/(Z + 3)-^ = К32 .

О

+1
2

1
К 2

или
р’^(/+1)+^Ь(/ + 3) = К32.

Решая последнее уравнение, найдем / = 2, откуда, воз­
вращаясь к старой переменной х, получим х = 2,5.

6. Решение уравнений вида Уах‘ + Ьх + с + К+ Ьх + d = е

Уравнение такого вида удобно решать следующим спосо­
бом.

Припише.м к данному уравнению ему сопряженное, обо­
значив правую часть буквой Z;

К ах- -у Ьх + с + У ах- + Ьх + d = е,
I' ах- + ^х + с + Ках'^ -у Ьх d = t. У}
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Перемножая правые и левые части записанных уравнений, 
получим:

(Кох" 4- Z>x 4- + V"ох" 4- /’х 4- (Ках:^ 4- йх 4- о +
-4- V ax- + bx + d) = et.

ПЛП
ax:^ -{■ bx c — ax^ — bx — d = et, I

откуда
Z = с — d

е
Подставляя это значение t в (*)  и складывая уравнения 

почленно, получим:

2 К а:^^ 4- 4- с = е4- с — d
е

Изложенный способ решения применим и к уравнениям 
вида

, и T. Д.

+ c + К ax- -V kx -V d — e.

Пример 8. Решить уравнение
V Х4-10—к х4-1 = 1.

Решение.
л "b 1 о — X “Н 1 — 1, 

р л 4- 10 л “Н 1 t.
перемножаем

л+10 — л—1=Л t = ^.

I

<
f

Складываем;
2 К л + 10 = 10, л =15.

Пример 9. Решить уравнение

5х "Ь 8 — Зx^^ 4" 5х 4*  1 = 1 •

Решение.
KЗx^4-5x4-8 — К Зх" 4- 5х 4- 1 = 1, 

Зх" 4" 5х —8 4" Зх" 4“ 5х 1 = Л

Перемножая, получим t = l. Складываем;

2 КЗх" 4- 5х 4- 8 = 8; Зх" 4- 5х + 8 = 16;
8 1V’ •«2 = 1-
U3№ + 5x — 8 = 0. Л1 = —

||
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7. Решение уравнений, содержащих кубические радикалы 

Основным методом решения уравнений с кубическими
радикалами является последовательное возведение обеих 
частей уравнения в куб. Эту операцию удобно производить 
по формуле

(а + ЬУ = а^+Ь^ + ЗаЬ (а±Ь).
Пример 10. Показать, что уравнение 

3--------------7- 3-------------I/ + Z? + |/ с — ах = 
после трехкратного возведения в куб принимает вид 

(rf3  г,  с)з 
27d^

(ax +6) (с — ax) =

Пример 11. Решить уравнение 
3---------------- 3 ----------------
|/ 15 + 2х + I/13 — 2х = 4,

используя результат примера 10.
О т в е т: Х1 = — 7, Ха = 6.
Пример 12. Решить уравнение в области вещественных 

чисел
|/ 2х -j- 4 —1/ X — 3 = 1.

Решение. Возведя обе части уравнения в куб, получим:
3---------------------------------/ 3-------------- 3-------

2х + 4) + (х — 3) + 3 U (2х + 4) (х —3) 2х + 4+ |/ х—
После упрощений, с учетом того, что выражение, стоящее 
в квадратных скобках, равно 1, получим:

3 --------------- ;------------ 77-

з) = 1.

у (2х 4) (л — 3) = — X.
Возведя обе части уравнения в куб, получим: 

хз + 2л^ — 2х — 12 = 0.
Разложив левую часть на множители, будем иметь: 

(х — 2) (х- +4х + 6) = о.
откуда л = 2. .

8. Иррациональные уравнения с параметрами

В иррациональных уравнениях с параметрами необходимо 
особенно тщательно следить за равносильностью преобра-
зовакий. Как правило, необходимо устанавливать как 6. Д. 3.
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неизвестного, так и О. Д. 3. параметров, причем эти области
связаны. Обычно при различных ограничениях по параметру 
уравнение имеет различные решения.

Пример 13. Решить уравнение

|/'а — ]/ а + X = X.

Установим, при каких значениях х и а уравнение может 
иметь решение.

Очевидно, необходимо выполнение трех условий:
1) х>0, 2) а + х>0, 3) а — Уа + х

Из второго неравенства получим х>- — а, из третьего —
У а + X, что имеет смысл только при а>-0. Но тогда

О, 2) а + X 0.

при а
■ — а. Решая третье

fl К а -Р X, что имеет смысл 
условие 1) включает в себя условие х 
неравенство, получим:

> а 4- X или х
Итак, окончательно получим:
О. Д. 3. О X — а при а

Читатель может подумать здесь, стоит ли проводить эти 
исследования, не проще ли решать это уравнение, формально 
возведя обе части несколько раз в квадрат и проверив по­
лученные результаты подстановкой в исходное уравнение.

Но дело в том, что результат может получиться громозд­
кий, и проверка тогда будет весьма затруднительна. Кроме 
того, проводя решение предлагаемым методом, читатель по­
лучит определенные навыки в методах, С_____ „___

а + X а‘‘ — а.,2

1; X = о при а = О (рис. 5).

----------------- Z------ —...... _ ----------- 1 Qgg владения кото­
рыми невозможно будет решение неравенств с параметрами.
где проверка вообще невозможна.

X

9 I

х-а -а

а

х = о'-о

а

Рие. 6.Рис. 5.
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►

Итак, вернемся к нашему примеру. Возведем обе части 
уравнения в квадрат:

а — |/ а + X = x^ Ка -Ь X = а — x^^..2или
Последнее уравнение может иметь решение только в об- 

.2 ~

I

ласти (рис. 6) а — х-
Возведя еще раз в квадрат, получим 

пени:
а X = a^ — 2ax^ -Р х^ или а2 (2x^ 4- 1) а -Ь (х"* — х) — 0. 

Замечая, что последнее уравнение есть квадратное относи, 
тельно а, решим

О (*).
уравнение 4-й сте-

1

t

его относительно параметра
2x2 -н 1 + /(2x2+ 1)2 4д:а + 4х 

2

2) «2 = -Ь X -1- h

Рассматривая уравнение 1), заметим, что условию (*)  в

(рис. 7).

<21.2 =

1) «1 = — X,

О. Д. 3. удовлетворяет только решение х = 0 при а = 0

В уравнении 2) x^ + х -Ь (1 — а} = О положительным реше-
нием может быть только

- 1 + /40^
4

Это значение х очевидно 
вещественно и положи­
тельно в О. Д. 3,

Проверим, выполняется 
условие (*),  т, е.

,V~a или X К <2-
Необходимо:

-1 + /47^
2

Решим последнее неравен­
ство:

X =

И

л

И ‘ Q d

ли
I х|

(*).
X

к а.
о

Рис. 1.

2Уа, Г4а-3<2Ка + 1,

-4,

- 1 + К4а-3

4а-1-4/“а+4, 4Ка

е 
О-л

а
t

4а — 3
что справедливо при всех а>>0.

Проверим, наконец, удовлетворяет ли найденное значение
о. Д. 3. Необходимо:

— 1 + К4а — 3 < ^2 _
2
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>0,
0,

Решим последнее неравенство:

l/4a —3 < 2a2 — 2a + 1, 
4a — 3 < 4a’ + 4a^ + 1 — 8a^ + 4a^ — 4a, 

4a’ — 8a® + 8a^ — 8a + 4
— 2a^ + 2a^ — 2a + 1

(a’ — 2a^ + a~} + (a® — 2a + 1) >> 0, 
a2(a®-2a+ 1) + (a^ - 2a + 1) >0, 

(a-l)2(a2 + l)>0.
Последнее неравенство выполняется при всех а. 
Ответ: х = 0 при а = 0;

— 1 +К4а-3

I

1

I

(

I
X

x.O*-Q

при a> 1 (рис. 8).

Рис. 8.

I

I

I

*
12. К2х —6 + /х + 4 = 5.
13. F3x+ 1 + К5х + 4 = 5.

*

)

14. Kx + 1 - 1 -
I 

1/3 + x
5

= 0.
s

15. 1/з 4- X
О л

16. 1Лх-2+К2х-5 + l/x + 2 + З К2х —5 = 7

■ = 2Ь.
1^ а'^— X'

17. —x2-
■2

+
I

3^



к

Г

18. V X — 4а + 16 = 2VX — 2а + 4 — Ух.
19. У ах -К 1 — Ух — 1 = У [а— 1)х.
20. (х — а} У~х — (х + а) УЬ = Ь (Ух — Уь ). 

(д — х) V а — X — (Ь — х) J/ X — Ь
I/ а — X -1- )^х — fc

21. = а — Ь.

22. (а — х) + X — {Ь + х) V<2 —

= аЬ 1
|/ Ь 4- X

X =
1____

Кв — X
т т т

1

23. |/(1+л)^—|/(1—= К 1—x^^.

24. |/ (л + а)^ + |/ (х — а)2 + х- —
25. |/■xTT = l + )/•

3 3 3 3,—г

к

л — 1
а

26. л + -у + j/"X — = а л.

f г, ST а / в X 
и ь~27. а + X 

а +
28.

-I/а + X

г а — X + а — X 
а + X

X 
аЬ'

Ь X
Ь — X + l/^^.

У ь + х

отдельно

§ 3. Показательно-логарифмические уравнения

Показательно-логарифмическим уравнением бу­
дем называть уравнение,в котором неизвестное входит в по­
казатель степени или находится под знаком логарифма.

Невозможно рассматривать отдельно показательные и 
логарифмические уравнения, ибо нередко в методах реше­
ния показательных уравнений приходится использовать лога­
рифмирование, а логарифмические уравнения часто приво­
дятся к показательным.

Итак, мы вынуждены рассматривать некоторый общий тип 
уравнений. Невозможно абсолютно точно классифицировать 
показательно-логарифмические уравнения по методам реше­
ния, ибо часто одно и то же уравнение можно решать раз­
ными способами. Однако существуют определенные виды 
уравнений, которые встречаются более часто. Изучение 
методов решения последних будет способствовать успешному 
решению более сложных примеров.

Далее мы приводим некоторую классификацию уравнений, 
которая, в связи с вышеизложенным, не может претендовать 
на абсолютную полноту. Для удобства ссылок будем объе­
динять уравнения в типы.
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1. Типы показательно-логарифмических уравнений

после
Т и п 1. Рассмотрим показательные уравнения, в решении 

которых после некоторых преобразований используются 
свойства

. )

=>/(%) = ? (л) (а=/=1)а>
= ^^л)==>у(х) = 0 (а .5^1,

Пример 1. Решить уравнение
212л-1 _ 46Л-14. 84Л-1 _ 163Л-1 1280.

а'
1]

(
Решение. Перепишем уравнение в виде

212Л-1 _ 212Л-2 4. 212Л-3 _ 212л—4 == 1280.

Далее будем иметь
212л—4 (2® - 22 + 2 - 1) = 1280, 5.2'2^-“’

212л-4==256, 212^-'*  = 28, 12л-4= 8, л=1.

Пример 2. Решить уравнение

7
- l/ie-o.

■ о, хф\.

!

= 1280,

I

2(2l^*+8)
Решение. О. Д. 3. л: 
Перепишем уравнение в виде 

/7-ь 3 4

2 22

Тогда будем иметь:
Г л: -Ь 3

2ГГ

I
I

4
3(л—l) = 81/x (х>1),1 + Гл - 1 ’

19 — 2х 4- 1) = 64х, Х1 = 9, -^2 = — (не подходит).
9

Пример 3, Решить уравнение
б2л + 4 33л . 2-» + 8.

Решение. Перепишем уравнение в виде
32л + 4.22л 4- 4 _ 3ЗЛ .2^ + 8.

Используя далее свойство членов пропорции, будем иметь:
2 2л + 4

2"^ + 1 3^^+^

I

или 2-*  ~ — 3^ ~т. е. х = 4.
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I
1/“ 72№ — 5л — 9

Пример 4. Решить уравнение 
= (У^'2'f ,

Решение. Используя тождество а'°^а'>^= Ь, преобразуем 
правую часть уравнения. Будем иметь:

2л2 - 5х — 9 3
2 - 27 = 7

Ответ; л, = — %2 = 4.

i

I

Тип 2. Рассмотрим уравнения, которые после некоторых 
преобразований подстановкой

Г

приводятся к алгебраическим.
Пример 5. Решить уравнение

X + Улг^ г f, л - 1+ Ул“ - Ч+ у _ 5.2 

Решение. О. Д. 3. 1х|>К2. 
Перепишем уравнение в виде

А.2 
2

= 6.

2',2 (л + / ~ 2) X + V № - -2 -6 = 0

и введем подстановку
2 Ух2 — 2 = t >0).

Тогда
I 5 3-у/ —6 = 0, т. е. ^=4, t2 = — — (не подходит),

2

I
I
1

2,Х + Vx2 - 2 = 4, л + — 2, 3
X = —

2

Пример 6. Решить уравнение
X — 2х,—
|/ 3 - /3 = 2.

Решение. Обозначая
2л — 
1/3 =/ о,

получим:
— 2 = о, т. е. ^1 = 2, /2 = — 1 (не подходит),
’olio 1 >g33 2л = 2, — = Iga 2, X = --------  = — •'Jbo » Q 2Ig 2

1 1
2 logs 3

х =
2x
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Тип 3. Рассмотрим трехчленные уравнения, члены кото­
рых представляют собой степени с одинаковыми показателями
и различными основаниями. Уравнения эти весьма специфичны 
и составлены
в результате почленного деления на одну из степеней.

Пример 7.

с расчетом на приведение к алгебраическим I

I
6 • 4" — 13 ■ 6" + 6 • 9" = 0.

Решение. Разделим обе части уравнения 
9*71^0.  Будем иметь:

почленно на

40-KI)|" + 6 = 0.

или
2 XS-» l' + 6 = 0.6 -

Решая квадратное уравнение, получим:

(0
(|)‘

“ 2 ’

_2
~ 3 ’

т. е. Xi = — 1,

т. е. Х2 = 1.

Пример 8. Решить уравнение
7.4-r^ _ 9 . 14»» + 2.49" = 0.

Решение. Разделив на получим:

^-’(7)' +47)'=»-

I 
I 

i 
у

или
-9 (!)'■ + 7 = 0.2

i

1

Решая квадратное уравнение, получим: 
/ 7\»^ — , т. е. X, = — 1, Х2 = 1. J

= 1, т. е. Лд = Q. I

Тип 4. Метод решений уравнений вида
(а + ьу + (а — ьу = с, гр.е. = 1, 

связан с условием, наложенным на основания степеней:
(а - ЬУ ■ {а + ьу

{а + ьУ
(а + &)^+ - — с.
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1 
(л + Ьуили (а 4- ЬУ + -I 

тельно (а + Ьу.
Пример 9. Решить уравнение

(4 + КТ5)Ч (4 - КТ5)*=  62.
Решение. Обозначая

(4 + КТ5)'=/,

X с — квадратное уравнение относи-

получим:
/ ■ 1 

t

/ = 31+|/961-1 =31+8

t + 2- = 62,

15 = 16 + 2.4 К15 + 15 = 
= (4±/15Л

Итак
1. (4 + К15)"'= (4 + 1/15)2, откуда х = 2.

2. (4 + /15)'^= (4 -1/15)2= (4 + , откуда X = — 2.
В рассмотренных типах уравнений мы имеем в качестве 

О. Д. 3. преимущественно любые числа. В следующих типах 
неизвестное будет содержаться под знаком логарифма, в 
связи с этим О. Д. 3. существенно будет влиять на рещение.

Тип 5. Рассмотрим уравнения, приводящиеся к уравнению 
Ioge/(x) = loga <Р (х), где /(х), ср (х)

пример 10. Рещить уравнение.
0.

1 1— Ig (x^ — lOx + 25) + Ig (x^ — 6x + 3) = 2 Ig (x —5) + — Ig 25.
2 2

5.Решение. О. Д. 3. х

JgK(x — 5)=^ + lg(x^ — 6х + 3) = lg(x — 5)^ + lg5.
С учетом О. Д. 3., получим

(X - 5) (х2 - 6х + 3) = (х - 5)2 • 5.
Разделив обе части уравнения на (х —5)-^0 и упростив, 
получим:

х2 — Их + 28 = о, т. е. Xj = 7, Хг = 4 (не подходит).
Пример И. Решить уравнение

.1 ,^.1—---- --,-г 1
10 ................................. 2
- Ig (/ x=^ - 4x + 4 - - Igx - Ig 1 

кд
= 0.
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Решение. О. Д. 3. х 
Так как левая часть

1 . 3.-——;--------г-
10 “ • 1

а правая часть

о, х#2.

1 2 1- — 4л + 4 = -- - lg|x-2| = -lg|x-2|,
10 3 15

1 1

будем иметь
2 ig-"-

1 1 1
-lg|x-21-^ lg-^ = О-15 2 2

т. е.
|х-2|- 1,Iglx—2| = 0, |х —2|=1, Х1=1, Хг = 3-

Тип 6. В уравнениях этого типа, для представления неко­
торых членов уравнения в виде логарифмов, существенно 
используется тождество

Пример 12. Решить уравнение
lg4(25*-4.5*  + 43) = 2 + lg4 3.

Решение. Выясним, при каких х определена левая часть 
уравнения

25^ - 4 • 5^ -Р 43 > О или - 4 • 5" + 43 > 0.
Дискриминант этого трехчлена отрицателен, так что х может 
быть любым числом. Представляя число 2 в виде IgilG и 
потенцируя, получим:

lg4(25"-4.5^-p43) = lg4(16.3).
Остается решить показательное уравнение типа 2.

52^ _ 4.5- _ 5 = 0.

О или 5^^ — 4 • S'*  + 43

Ответ: х=1.
Пример 13. Решить уравнение

X Ig (1 4- 2"^) = X Ig 5 + lg 6.
Решение. О. Д. 3. х — любое число.
Представляя х в виде lgl0'‘, получим:

lg[10^(l -P2^)l = lg(5^-6)
или

Решая уравнение
5^ . 2*  + 5*  • 22^ = 5^-6.

22^ + 2" - 6 = О,
получим:

1. 2  = — 3 (не может быть),*
2. 2  = 2, т. е. X = 1.*
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Пример 14. Решить уравнение
4ig« (.»- 3) + ig, 5 == 50.

Тогда

Решение. Воспользуемся соотношениями 
a'gfl * = и Iga й = Ig^n b" .

Отсюда

3/-------
Ig, j/x-3 

4 -4 Ig. 25 = 50.
3

I

25|/х —3 = 50, х = 11.
Тип 7. Рассмотрим уравнения, приводящиеся к алгебраи­

ческим относительно логарифма.
Пример 15. Решить уравнение

3/Ti:^ + 2ig 1/7=2.

Решение. О. Д. 3. х
Перепишем уравнение в виде

3Ki^-i-2(-|lgx)-2 

X

1.

или

. y.

-1.

П 
у

(F Ig x)^ — 3Klgx + 2 = 0.
Дальнейшее очевидно.

О т в e т: Xi = 10, Хг = Ю'*.
Пример 16. Решить уравнение

V lg(— х) = Ig Кх2.
Решение. О. Д. 3. х

С учетом О. Д. 3., получаем уравнение:

Klg(—х) = Ig ( — х), 1/lg(— х) (1 — Klg(—х)) = 0.
Ответ: Xj = — 10, Хз = — 1.
Пример 17. Решить уравнение 

lg3(3^-l).lg3(3-+*-3)  = 6.
Решение. О. Д. 3. х
Так как 

lg3(3-+‘-3) =lg3 13-(3^-1)1 = 1 + lg3 (3^-1), 
то уравнение принимает вид:

0.
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1. 3*-1=3-3,  т. е. 3^ = ^ и x = lg3 28-3.

неизвест-

Ig2(3-_i) + ,gj3-_i)_6 = o.

Решая последнее уравнение, получим: 
lg,(3* — 1) — — 3 и lg3(3"-l) = 2.

1. 3-1=3-3,  т. е. 3^ = ^ и x = lg3 28-3.*

2. 3^—1 = 32, т.е. 3^=10 HX=lg3 10.
Тип 8. Рассмотрим так называемые степенно-показатель­

ные уравнения, т. е. такие уравнения, в которых 
ное входит как в основание, так и в показатель степени. 
Подобные уравнения чаще всего решаются при помощи ло­
гарифмирования обеих частей уравнения.

Пример 18. Решить уравнение
151g-3. x'g> 1 = 1.

Р е ш е н и е. О. Д. 3. х
Так как 15*в»з  = (5.3)ig,3 _ 3.31g. з, g ^.ig,9x+i. ^.2ig,3 + ig,.r, 

будем иметь:

0, л 7^ 1.

3.31g53. . x2>gs3 + lg5X= 1.

Логарифмируя обе части уравнения по основанию 5, по­
лучим

Igs 3 -blgb 3 • lg5 3 -t- Igs X -b (2 Igs 3 ■+- lg5 x) lg5 Л = 0, 
или после упрощений

lg|x4-(2 lg53 + 1) lg53-blg^x-l-lg5 3 = 0.

Решая последнее квадратное уравнение относительно 
IgjX, получим:

lg5-^== — IgsS и lg5X = — lg5 3 —1.
гл 1 1Ответ: л, = — , Хг = — .’ 3 15

Пример 19. Решить уравнение

Ответ: = — •^2 = -

2J^lg’ X + 1^4:* + 3
1

Г7ТТ+ 1

0.

1_____
Р7ТТ-1

Решение. О. Д. 3. х
Произведем преобразования в правой части данного урав­

нения, тогда уравнение принимает вид
д;lg^ X + Ig л’ + 3 _
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I

J

Логарифмируя обе части уравнения по основанию 10, по> 
лучим:

или
(Ig^x + Igx® + 3) Ig X = Ig X

lgx(lg^x-f-lgx^4-2) = 0.
1. lgx = 0, Xi = 1.
2. lgx= .  _ ‘ ■*
3. lgx = —2, Хз = 0,01.

Тип 9. Логарифмические уравнения с логарифмами по раз­
ным основаниям решаются после предварительного приведе­
ния всех логарифмов к одному основанию.

Пример 20. Решить уравнение
Igjc 3 • Ig^ 3 -Ь Ig^ 3 = 0.

1, Л2 = 0,1.

3 81
о, Л7^81.Решение. О. Д. 3. X

Целесообразно привести все логарифмы к основанию 3
1 1 , 1+ = 0,

3 bd 31

или, после приведения к общему знаменателю,
Iga X — 4 -ь lg3 X (Ig3 X — 1) Q

, . X X
tex • tev -te О 0181

После упрощения получим: 
lg^x = 4, т. е. lg3X = + 2. 
1 

■ 9’Ответ: Xi = — -V2 = 9.

2. Показательно-логарифмические уравнения с параметром

Наличие параметра в показательно-логарифмических урав­
нениях не влияет существенно на методы их решений. Как 
правило, параметр играет значительную роль при нахождении 
О. Д. 3. и отборе решений уравнения.

Пример 21. Решить уравнение
2

о, 1; а'>

lga(« + Ka + л) =

Решение. О. Д. 3. х 0, «7^1.
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Преобразуем правую часть уравнения
Iga (« + КаТл) = Ig, 

Потенцируя, получим:

а + Ка + X = х^
С подобным уравнением мы уже встречались (см. § 2). 

Рассмотрим несколько способов его решения.
Первый способ.

Va + x = x^ — a (х2 > а),
— (2x^ -Ь 1) а + (х*  — х) = О,

+ 1 + (2х + 1)
2

Наше уравнение распалось на два квадратных уравнения 
и а = x^ — X.

Заметим, прежде всего, что первое из полученных урав­
нений не имеет решений в О. Д. 3.

(x^ — а) + X + 1 ф О, ибо х2 — а

Решая второе уравнение, получим:
1 + 'К4й + 1

2

1 + К4Г+1
2

а + х = — 2ах- + а^.

а = + л + 1

=

В О. Д. 3. входит лишь х =

<а
■2

О,

Второй способ.
Запишем уравнение в виде

й + К<2 + х = х2
и прибавим к обеим частям уравнения х:

а-Ьх + Ка + х — х^ + х.
Обозначая для удобства дальнейших рассуждений

V а + X = Ь,
получим:

= + (л^ — Z)^) + (х — Z>) = О, (х — Z>)(x + Z> + 1) =0.
Очевидно, нулю может быть равен только первый мно­

житель. Остается решить уравнение
45



X — Ка + х = 0 или 
х2 — X — а = о,

у

Х^х*
решение 
найдено выше.

которого уже

Третий способ.
Запишем уравнение еще 

раз

y-v.-j

у--Vi

X

Х‘:2 — а = Ка + х

и обозначим

J»! = х2 — а и Уз = Ка + -х:.
Рис. 9.

Воспользуемся следующим обстоятельством.
Графики функци_йз/1 =х^ и У2= Кх представляют 

только

чения, общую с этой прямой. Но тогда,

ГОМ графиков функций y^ = x^ и у2 = К-х: на отрезок а; вниз

' собой 
параболы (у2=Кх только положительная ветвь), симмет» 
ричные относительно прямой у'= х, и имеют точку пересе­
чения, общую с этой прямой. Но тогда, в силу того, что 
графики функций У1 = х^ — а и уз = Ка + х получаются сдви­
гом графиков функций У1 = х2 и уз = Кл на отрезок а вниз 
и влево (а > 0) (рис. 9), они тоже пересекаются на прямой 
у = х и решение исходного уравнения можно заменить ре­
шением одного из следующих двух уравнений:

х2 — а = X(У1 = х) или Fa + X = X (уз = х\ 
которые по существу одинаковые.

* «

•!

29. 6"^+  -ь 3"^+  = 3-'+2 — 6  + 3\* * *
30. 12 иЗ-1^3 = 27.

1 1 1
31. 4“ “ + 6
32. 4+w  + 9'' = 6-^+>.*
33. 3-^  - 3'+-^ -Ь 9" -1- 9-^ 6.*
34. 3(3-lg0,5)-lg5 = 31gx-b91g5. 

Ig (56 — л») 
lg(2-x)

4 Ig = 2 — 5 К Igx.

= 9

35. 3.

36.
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vr,vr)-lg/2

2

Zl. lg(l-4-i 2''"^) = lgK 2’'-'+ 2-21g2.
38. logj_Kl + X + 31ogi_ (1 — x) = log2 (1 — x2)^ + 2.

4 16

2 Igy 3 + Igsy 3 + 3 lg9y 3 = 0.
40. loga (x + 1)2 + logs 1X + 11 = 6. I 

!

41. ]/ log^K2x • log2 X = — 1.

42. x’“2a .

43. 9’“®“^’ + logy— 2K2 = —
V 2 2

2___
logx 3

J_\>ogsVx+l—2. logj (Л’-I)

logs (3 + 1^3 + x) =

(i)
46. Ig Kl + X + 3 Ig Kl — X = Ig Kl — + 2.

47. a — m (abY

48.

= K2(x- 1).

X

I =1.

0, b Q.
, /i+2.^Y_ /1 - дг\ 

\ 2a / \ 2a /

49. logg(2-3'‘ —/П-3'' + = 10’8‘+'«гаУГ).*

50. 1 + log^ = (Ig Iga - 1) Ig^ 10.4 —X
10

51.1 + log*  (21 Ig a — x) I og^Z? = 2 
log*  X ‘

(1)

§ 4. Уравнения c несколькими неизвестными

Рассмотрим уравнение вида
+ (х, у) = 0.

Очевидно, что в общем случае уравнение (1) имеет бесчис- 
решений. Однако в некоторых случаях, 

ограничений по О. Д. 3. или дополнительных 
возможно существование конечного числа

ленное множество 
вследствие 
условий задачи, 
рещений. Рассмотрим несколько задач такого рода.

Пример 1. Решить уравнение
log2 ^xji + -= 1 _ (х + у — 2)2.

Решение. О. Д. 3. ху > 0.
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1 2 и, следовательно,

<

\ Очевидно, что ху Н-----

\
Тогда, для того, чтобы уравнение имело решение, необхо­
димо выполнение неравенства

1-(х + у-2У
Единственно возможный случай:

т. е.

1.

12 1.

1 — (х + у — 2)^ = 1, т. е. X + у — 2 = 0. (*)
Но тогда и левая часть уравнения должна быть равна еди­
нице:

log;'ь2 = 1, т. е. ху 4-— = 2. (**)
^У

Решая систему из полученных условий (*)  и (**)
х + у = 2
ху = 1

получим: х=1, у=1, что является единственным решением 
исходного уравнения.

Пример 2. Найти целочисленные решения системы

1Iх"+>' = у'

Q, п — целое число.
= х^у

ТР.& xyOs, у
Решение. Эту систему двух уравнений 

вестными удобно решать, составив неопределенное уравнение
(ху)''+-^ =

которое получается в результате перемножения правых и 
левых частей уравнений системы. Последнее уравнение имеет 
решение, если

с двумя неиз-

2. X + у = ‘In.1. ху = 1 или
Рассмотрим эти случаи.
1. ху = 1.

Так как здесь х и у —взаимно обратные числа, то условию 
целочисленности удовлетворяют

2. X 4- у = 2/г.
Так как х

только значения х=у — \.

О и у О, то п 0.
4 д-852 49



Из первого уравнения системы получим: 
Д.2П ЛЛИ Х2 у.

Подставив y = в условие x+y = 2«, получим 
х2 + X — 2п = (} и, т. к. X 

-1 + 1^Г+1^ . 
2

I

о,

X =

тогда

>’ =
4л+ 1—Kl +8л

2

Для того, чтобы X и у были целыми числами, необходимо, 
чтобы выражение, стоящее под радикалом, было полным 
квадратом нечетного числа (в числителе должно получаться 
четное число, а числа —1 и 4/г-(-1 очевидно нечетные), 
т. е. необходимо

число,

1 +8/г = (2/г+ 1)2,
откуда

п = + 1)
2

Остается подставить эти значения п в выражения х и у. 
-^2 = k, уа =

2

Ответ: х, = 1, =

при « =

* **
52. Решить в целых положительных числах уравнение

X® — х2 =у®2,
где у и г —простые числа.

53. Из всех прямоугольных параллелепипедов со сторонами, 
измеряемыми целыми числами, выбрать те, у которых:

1. Полная поверхность численно равна сумме ребер.
2. Объем численно равен сумме ребер.
54. Решить уравнение

2х + Зу = 6,
где X — целое число, у — простое число.

55. Решить уравнение в целых числах
Зх2-4у2 = 17.

1 
1
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, § 5. Системы уравнений
Система п уравнений с несколькими 

всегда может быть записана в виде
Л(х, у, г, ...) = 0,
f'2{x, у, Z, ...) = 0,

Система неизвестными

J/, Z, ...) = 0.
Решениями системы будем называть комбинации 

(вида {л*,  у^,
чисел

...}, подстановка которых в систему обра­
щает все уравнения в тождества.

Так, для системы двух уравнений с двумя неизвестными
Л (х, у) = О, 
^2 (х, у) = О

решениями будут пары у,^).

1. Равносильность преобразований

При решении системы приходится производить некото­
рые преобразования. Равносильность этих преобразований 
по существу определяется равносильными преобразованиями 
-уравнений.

Отметим лишь два дополнительных свойства:
1. В системе любое из уравнений можно заменять суммой 

-соответствующих частей этого уравнения с любыми из 
остальных.

2. В системе любое уравнение можно заменять результа­
том умножения соответствующих частей этого уравнения 
на любое другое.

Так, например, системы
fljX -Р 6,у — С1, 1
«гХ 4- ^2j^ = I,

(atx Ь^у) {а2Х -Ь “CiCj,
aaX -Р Ь2У = С2

(tZiX -Р Ь^у) -Р (йаХ -Р Ь2у) = с, -Р es, 
а2Х -Р йзу = Са;

равносильны.

1

5- 2. Линейные системы

&

I

Мы не будем подробно останавливаться на решении ли­
нейных систем, ибо этот вопрос подробно рассматривается 
в школьном курсе и в любом пособии по алгебре. Напом­
ним лишь основные свойства линейных систем.

Будем называть линейной системой систему вида
•4* 51



а,л 4- ft,у = с, I I
а2Х 4- ft2y = ^2 J. '

находят способами алгебраического 
сложения, подстановки или по формулам Крамера

Д.л = Д

Решение системы

х» (*)
где

I а, Ь, I 
I ^^2 ^2

Ду = I <^1

д = I ft, I
I (^2 ft2 1 .

I 0,2 С 2 у

выбирая тот или иной способ в зависимости от коэффициен­
тов уравнений системы.

Из записанных формул (*)  следует непосредственно воз­
можность появления трех случаев:

1. Дт^О, тогда система имеет единственное решение.
2. Д = 0, (Д^^ДО) — система несовместна.
3. Д = 0, Д^ = Д^ = О — система неопределена.

что Д,. и всегда одновременно равны или не равны нулю), 

коэффициенты:
2 -Л -1 

' - Ь2'

ь,

3. Д = 0, Д^ = Д^ = о — система неопределена. (Заметим,

Указанные условия можно записать непосредственно через

2
Ь>

__ f г,
^2

2 __ __ £1_
(^•2 ^2 С2

Здесь необходимо предполагать, что коэффициенты, стоящие 
в знаменателях, не равны нулю.

bi

3. Исследование линейных систем по параметру

При решении линейных систем без параметров, как пра­
вило, не требуется производить никаких исследований. В 
задачах с параметрами объект исследования обычно спе­
циально указывается. В такого рода задачах используют 
свойства линейных систем, указанные выше.

Пример 1. При каких значениях параметра т система 
(т 4- 2) X -Ь Зу = 9 ЗтЛ
X (т + у = ‘2, J

а) имеет единственное решение,
б) несовместна,
в) неопределена?
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/га 4- 2
1

3
/л Н- 4

9-3

9 — 12

Решение, а)— условие единственности ре­
шения, т. е. fti2 4-б/и-р 5 0; — 1, /те — 5,

б) Пусть т = — 1, тогда

1 ' 3 ' 2 '

В этом случае система несовместна.
в) Пусть т == — 5, тогда

— 3 _ 3
1 — 1 2 ■

В этом случае система неопределена.
Пример 2. При каких целых п система

ftx — у = 5, 1
2х — Зпу = 7 ) 
о, JV

т. е.
п у =X —

О и 7ft — 10 О
(т. к. Зft^ + 2

Будем иметь ft т. е. fti = О и ft2 — 1.и ft

имеет решение х > О, у < О? 
Решение, По формулам Крамера находим решение: 

Д = 3ft2 + 2, = 15ft + 7, 10,

15л + 7 7л — 10
  И V = ------------ . 
Зл2 + 2--------------- Зл2 + 2

Остается выбрать область, в которой одновременно выпол­
няются неравенства 

15ft-Ь 7 
о всегда). 

7 10
15 " " " 7 ’

Пример 3. При каких х и у п—любое число, если 
пх Чу — 2)П = Чпу — Зх -Ь 1?

Решение. Перепишем уравнение в виде 
(х — 3 — Чу} — ?>х — Чу.

Для того, чтобы это линейное относительно п уравнение 
имело решение при любом ft, необходимо, чтобы коэффи­
циент при ft и свободный член одновременно были равны 
нулю, т. е. имела решение система

X — 3 — Чу = о, 1 
1 — Зх — 2у = 0. I
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Решая эту систему, получим:
X = 1, у = — 1.

4. Нелинейные системы

Нелинейной системой будем называть систему уравнений, 
из которых хотя бы одно нелинейное.

Решение нелинейных систем в общем случае сводится 
к решению уравнений высших степеней. В связи с этим об­
щих методов для решения нелинейных систем указать нельзя.
Однако в некоторых случаях, если уравнения системы не­
полные, удается выделить некоторые виды нелинейных си­
стем и указать их методы решения.

Тип 1. Одно из уравнений линейное.
Системы такого вида решаются путем выражения одного 

неизвестного через другое из линейного уравнения и под­
становкой в нелинейное.

Пример 4. Решить систему
-р == 2 {ху -Р 2), 1

X -Р у = 6. I
Решение. Первый способ. Из второго уравнения систе­

мы получим х = 6—J/.
Подставляя это значение х в первое уравнение, будем

иметь
(6- jv)2 + j;2 = 2[(6-J/)5/ + 2]

или

откуда
— бу + 8 = о,

Уг = 2, J/2 = 4.
Ответ: Xj = 4, j'l = 2; Хз = 2, У2 = 4.
Следует заметить, 

систему, относящуюся к тому или иному типу, именно тем 
•способом, который мы предлагаем.

Второй способ. Перепишем первое уравнение в виде
x^ — 2ху -Р = 4 или IX — у I = 2.

Тогда исходная система распадается на две линейные си­
стемы:

что не всегда имеет смысл решать

х-у = ^, 1 х-у = -2, I
= 6 ) х + у = 6. /

Решая эти системы, получим тот же ответ, как и при 
первом способе.
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Тип 2. Системы вида
1) x+jv = fl, 1

ху = Ь-, /

дч ал + = с I
ху = d,\ (

2) = 1ху = Ь-, 1

4) x^ + jH^a J 
ху^Ь ]

удобно решать следующим образом.
Рассмотрим систему 1). Составим вспомогательное урав­

нение, корнями которого будут X и у, используя формулы
Виета:

— az + Ь = 0.
Решая последнее уравнение, получим две пары решений:

Zi = Xi, г2=_У1 и =Х2,
Система 2) приводится к системе 1) подстановкой j? = — ?:

X + Z = а, 1 
xt = — Ь. J

Система 3) приводится к системе 1) подстановкой ах = t, 
by — d:

/ + ■0 = 4?, 
tv = abd.

Система 4) приводится к системе 1) после возведения 
второго уравнения в степень л:

л" + у" = а, I 
хУ" = Ь'' . /

система является
в то время как исходная

следствиемЗаметим, что записанная 
исходной. Она имеет /г® решений, 
система имеет 2« решений.

Тип 3. Системы вида
X® + J/® = а, 1 2) X® + = а, I оч х^ + 3/“^ = а, 1
х+_у = ^>; ( 'х + з/ = ^; / х -{■ у = Ь ) 

приводятся к системам типа 2, как показано в следующих 
примерах.

Пример 5. Решить систему
X® + J/® = 35,1
X + jz = 5. !

Решение. Перепишем систему в виде
(х + J/)® — 3xj; (х + >/) = 35, 1 
х + 5' = 5. /

1) ! 2) X® + = а,
X + у = Ь-, }
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Подставляя значение (x-pj/) из второго уравнения в пер­
вое, получим равносильную систему

ху = 6, 1
X -р = 5. J

Ответ: Xi = 2, у, = 3; Хг = 3, Уг = 2.

Пример 6. Решить систему в области вещественных 
чисел

х-*  + = 82,1
X + = 4. /

Решение. Возведя обе части второго уравнения в квад­
рат и изменив форму первого уравнения, получим;

(х2 -Р j/2)2 - 2x2j/2 = 82,1
х^ -Р = 16 — 2xj/. J

Эта система является следствием исходной.
Подставляя значение (x^ + из второго уравнения 

первое, получим:
в

или
16 — = 82

1

X + у = 4, 
xj/ = 29.и

х2у2 — 32ху -Р 87 = О, (ху)1 = 3, (ху)2 = 29.
Исходная система распалась на две линейные системы

X-Ру = 4,1 
ху = 3; J

Из первой системы получим:
•<1=3, У1 = 1 и Хг = 1, Уг = 3.

Вторая система вещественных решений не дает.
Полученные решения, вообще говоря, необходимо про­

верить подстановкой в систему,т. к. в результате операции, 
произведенной в начале решения, мы получили систему, не 
равносильную исходной.

Тип 4. Системы, в уравнения которых входят выражения 
вида

Л

J 
i I

а (х" + _у") и й (ху)‘
в различных комбинациях, являются обобщением систем типа
2 VL приводятся к системам типа 2.

Пример 7. Решить систему
X + у + х"^ + у'^ = 8,1 
х_у + = 7. )
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Решение. Вычитая из второго уравнения первое, по­
лучим;

ху=\х-\- у) — 1.
Перепишем второе уравнение системы в виде

лу -Ь (л -Ь у)2 — 2ху = 1 или (л + y)^ — ху = 7 
и подставим в него найденное значение лу:

(•« + У)^ — (-^ + у) — 6 = О,
т. е. (л + у)1 = — 2, (л + у)2 = 3.

Исходная система распадается на две системы типа 2:
х +у = -2,1 л + у = 3,1
лу = — 3; ) ху = 2. I

Решая эти системы, получим четыре пары решений. Все 
преобразования были равносильными, проверка не нужна.

О т в е т: Л1 = 1, У1 = 2; Лг = 2, уг = 1,
-«3=1, У8= —3; Л4= —3, У4=1.

Пример 8. Решить систему в области вещественных 
чисел

и

3;

-Р = 2, I
(-'^ + у) = 2. f

Решение. Перепишем первое уравнение системы в виде?
(л + у)^ — Злу (л + у) = 2

и произведем подстановку
л + у = /я, ху = п.

Будем иметь
— Зтп = 2, i 

тп = 2. (
Подставляя значение /пя из второго уравнения в первое,, 

получим:
zи^ —6 = 2, т. е. = 8, значит /и = 2, тогда л=1.

Решая систему 
X + у = 2, 

= 1,
получим: X = 1, у = 1.

Тип 5. Одно из уравнений системы однородное.
В системах этого типа удается выразить линейно одноч 

из неизвестных через другое из однородного уравнения.
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Пример 9. Решить систему

= О, 
+ 3»^ = 10.

I

Решение. Замечая, что у =/= Q, разделим первое урав­
нение на тогда будем иметь:

f-V-S • - + 6 = 0, т. е.
yyJ У

I

(у), = 2 и = 3

или

и

X = и X = 2j/.

Исходная система распалась на две простейшие системы 
х^ + = 10,1 = 10,1
x = 3j/; ) х = 2у. )

Ответ: Xi,2 = + 3, J^i,2 = + 1; Х3.4 = -|~ 2l'V^ _уз4=

Тип 6. Левые части уравнений системы — однородные по­
линомы одной и той же степени. Рассмотрим метод решения 
систем этого типа в общем виде

a-iX^ + bixy + -с^у^ = di I 
flgX^ + b2xy + С2У^ = d2 I.

Исключим из системы свободные члены

J

_ d21 fliX^ + b^xy + = dx
___________ d^ I + b2xy + С2У^ = dj__________ . 
(a■^d2—a2dx) x^ + {bxd2—b2d-C) xy + {c-id2—C2d^)y^=Q

Обозначим для краткости
— (hd\ = Л, bxd2 — b2dx = В, c^d^, — C2di = C

и разделим обе части полученного однородного уравнения 
Ах^ + Вху + Cj/2 = о

на

Решая последнее квадратное уравнение относительно —, 
У 

линейное выражение одного 
другое вида

неизвестного через

X = j/Zj и X = yt2.
Дальнейший ход решения очевиден.
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Пример 10. Решить систему
х2 -р ху = 12, 1
•’О' ~ = 2. I

Решение. Используя метод, указанный выше, получим:

_ 1 X- + ху = 12
__ 6 ху —у2==2

х^^- — 5ху + 6у2 = о ’
откуда

X = 2у и X = Зу.

Подставляя в любое уравнение системы (лучше во вто­
рое), найдем

Х\;2 = + 2 З'ьг = + К2; Хз,4 = + 3, J's,4 — 4~ 1.
Тип 7. Одно из уравнений системы имеет вид;
1) (ах -1- Z>) (су -Ь с?) = 0;
2) {ах -1- Ь} {сх -1- </) = 0;
3) (dy + Ь) {су d) = Q.

В системах этого типа, приравнивая каждую из скобок
нулю, получаем сразу значение х и у. Далее исходная си­
стема распадается на две простейших системы типа

1)
Д(х,у) = 0, 

ь
Х=------- :

а

f(x,y) = 0, 
d 

^ = -7-

2)
f(^x,y) = 0, 
х = —

f(^x,y) = 0, 
d

Х =------- .
с

3)
Д(х,у) = 0, 

ь
Д(х,у) = 0, 

d 
^ = -1-

а '

л= — У = -

Заметим, что в системах вида 1) пара
Ь dх=----- , у =------
а с

В общем случае не является решением.

Пример 11. Решить систему
2x2 — = 5,
(х —2) (у — 1) = 0.

59



Решение. Из второго уравнения системы получим: 
х = 2 и у = 1.

Таким образом, исходная система распалась на две си­
стемы:

2x2 _ + 5у = 5,
X = 2;

2x2 _ = 5,и

3
2’Ответ: л, = 2, _у, = 3; 3^2 = 1, Хг = 0; 3/3 = 1; Лз == —.

5. Геометрическая интерпретация систем уравнений

Пусть дана система
Л(х,з/) = 0,1
^2[х,у} = {). I

Предположим, что уравнения системы определяют две неяв­
но заданные функции у = _у, (х) и 3/ = _У2 W. В том случае, если 
удается построить графики последних, возможно графическое 
решение и исследование системы уравнений.

Пример 12. Исследовать графически систему
х2 -t- 3/2 = а, I
X -4-3/ = й. J

Решение. Очевидно, первое уравнение системы имеет 
решение только при а^О. В случае а = 0 мы имеем един­
ственное решение х = з/ = 0, что возможно при ft = 0.

Если а > о, то первое уравнение задает окружность ра­
диуса Vа, с центром в начале координат. Второе уравнение 
задает прямую Z, проходящую через точки А^^Ь, 0) и Л2(0, й).

Исследуем вопрос о числе решений данной системы.

УУ

Рис. 10.

- х
8

Рис. 11.
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у

Рис. 12.

1. Если I пересекает окружность (рис. 10), то мы имеем 
два решения. Геометрически это соответствует случаю, 
когда расстояние от центра окружности до прямой

аУ2 система имеет два ре-

I&I 
Г 2

меньше а. Итак, в случае |й| 
шения.

2. Если прямая касается окружности (рис. 11), т. е. 
|й| = аК2, то система имеет единственное решение.

3. Если прямая проходит вне окружности (рис. 12), т. е. 
)&|>-аК2, то система не имеет решений.

Мы рассмотрели выше примеры рациональных систем. 
Однако при решении задач нам приходится иметь дело также 
с системами, составленными из иррациональных и показа­
тельно-логарифмических уравнений. Обычно такие системы 
после некоторых преобразований сводятся к рациональным 
системам.

*
*

*

56.

57.

58.

59.

[ 2x2 _ = 3,
1 2_у2 — X = 3.

■ 1 + - = а,
X У
ху -У уZ XZ Ь, 
xyz = с.

f X + V + 1-^x2 — у2 = 2а, 
1 у Ух^ — у^ = 2Ь'^.

I I + 213? I = 3,

60.

2(x-l)^ + (j/-2)2 = 1. 
I I + Зу ,
2х + 2]у — 1| = 3.
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61. I |л + >'| = .х — у + a, 
I 1-^ —3'i = -« + j' + ^.

(X + y) 2.V— ’

62.

63.

64.

,v—X _____________________
logi_(3-i) ’

21

(X + y)” = K12.
x^+-’' = y-<
x^y = 1.
10gx;,(-« + y) = 0.

f

J

65,

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

logx^J' - •«) = 1.
logs (log2x) + log 1 (log 1 jv) = 1,

3 2

x_v^ = 4.
10ga-« + lOgaO^ + 10ga=2: = flf, 
10g^.J^ + 10gc^2 + 10gc^X = fll, 
lOgft^: + 10gz,2X + logiU^ = d.

(log_j_x + log^j)6og^xj; + logxj, 
>' •« JV

+ у = iZ.
. (log«x + log^) log^a = - 1,

9

22
у

X + у — 5a == 0. 
logj,log^,x = log^log^>,
log2x + log^j/ = 8.

= 2b, 
а^ + У = с.
x"^ + = 1,
y'^ + 2гх = 2, 
г2 + 2xjz = 1.
x^ = a,
у = 3^.
X + 5__у — 3
~2 —3

x+j/ + ^ + Z' = 6.
X 4- у = 13, 
х> + з/*=145.

3 —■—

г — 4
1

t-2
4

5
75. 7x—llj/=/X+ _y = |/X + 9_v.
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§ 6. Рациональные неравенства
Рациональными неравенствами будем называть нера­

венства вида

QU)
P(x).Q(x)V0, ^VO. (1)

QU)
Рассмотрим наиболее рациональный способ решения нера- 

«венств этих видов, заключающийся в замене одного неравен- 
•ства равносильным ему неравенством, решение кото­
рого проводится методом интервалов. Этот способ исключает 
«необходимость разбора многочисленных вариантов в каждом 
•отдельном случае.

1. Метод интервалов

Решение неравенства
F(x) = /^(x)-Q(x) V О, (2)

тде Р(,х} и Q (л) — многочлены, будем проводить следующим 
образом.

1. Разложим левую часть неравенства (2) на множители
Р(,х) = а (л2 4- рхХ + + р^х q2t^ ...{х:- ppz

+ ЯзУ"' X (Х — Х1)'"1 (х —
Х2•<•■.< х„ — вещественные корни А(х).

О,ибо этого

- {x - (3)
-где Х1

Не умаляя общности, можно считать, что а 
можно добиться умножением обеих частей неравенства (2) 
«а (— 1). Очевидно, что произведение степеней трехчленов 
•с комплексными корнями положительно и не влияет на знак 
/='(х).

2. Отметим значения Х], Хг, ... х„ на числовой оси.
3. Заметим, что если х>х„, то 7^'(х)>0.
4. Используя теоремы о знакопостоянстве непрерывной 

функции внутри корневого промежутка и о перемене (со-

я’

^сранении)ее знака при переходе через корень нечетной (чет-
ной) кратности, записываем ответ, считывая его из соответст­
вующего рисунка*.

* Не следует смешивать графическую иллюстрацию расположения кор­
ней с графиком функции.

_____ _______
Например, в разложении (3) может быть:
а) т„_1 = 2/4-1, т„ = 2р 4- 1,
б) = ‘11, т„ = 2р-\- 1,
в) = ‘2.1, тп,, = ‘2р.

(рис. 13)
(рис. 14)
(рис. 15)

Рис. 13. Рис. 14.
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Рис. 15.

Можно сказать, что кривые пересекают числовую ось во 
всех отмеченных точках, причем число пересечений равно 
кратности корня. При этом имеются в виду случаи, изобра­
женные на рисунках 13, 14, 15.

В предлагаемом методе, очевидно, не требуется опреде­
лять при помощи контрольных точек знак Л(х) ни в одном 
из корневых промежутков, что значительно экономит время.

Решение неравенства вида
Р(х) 
у (х)

сводится к решению неравенства (2), равносильного нера­
венству (4), ибо

VO (4)

чу > Р(х} Q'4x)
Q О (X)

Пример 1. Решить неравенство
4x3  зх — 1

№ (x^ — 4)

Разложим числитель

VO= V о • Q2 (x) = > P (x) Q (x) V О. (5)

0.

Решение, 
части на множители

знаменатель левой

/ 1 4(х-1)(^(х + -J

x^ (X — 2) (X + 2)

И запишем равносильное исходному неравенство
4(л - I) (^х + {х - 2) (X + 2) > 0.

2 ’
Ответ: — 2 О, О 2.X

2
л

и

О

X 1. -х:

2. Условия расположения корней квадратного уравнения относительно 
заданных точек

Дано квадратное уравнение с параметрами
/(х) “ ах^ + Ьх + с = Q

и поставлены условия расположения его корней относитель­
но заданных точек.
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Требуется определить, при каких значениях параметров 
корни данного уравнения удовлетворяют поставленным усло­
виям.

Для того, чтобы решить такую задачу, достаточно найти 
формальные решения уравнения и подчинить их поставлен­
ным условиям.

Рассмотрим, однако, метод, при помощи которого удается 
свести решение поставленной задачи к решению нескольких 
рациональных неравенств.

А. Итак, пусть корни квадратного уравнения должны удов­
летворять условию

zw Л1 (1)Лг,

где т — некоторое число.
Тогда достаточно найти решение системы неравенств

/)>о, 
а/(/ге)>0,
/п

(!')
2я

Поясним составление этой системы. Первое неравенство 
очевидно. Второе неравенство есть требование того, что
а и f{m) должны быть одного знака (рис. 16). Третье нера­
венство выражает условие того, что абсцисса вершины пара­
болы, соответствующей левой части уравнения, меньше т. 
Рекомендуем доказать необходимость и достаточность запи­
санных условий для решения задачи.

Пример 2. При каких значениях k корни квадратного 
уравнения

У У

т yi о

I 
га

Хг т / 
~1Г,

fli^)

о . А 
to. Хе

X X

а
Рис 16.

б
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I
I

x^ + (2Л + 6) X + 4^ + 12 = о 
будут больше ( — 1)?

Решение. Используя (1), будем иметь:
0. (/г + 3)2 - (4/г + 12) >0; + 2^-3
(^ + 3) (А-1)>0; k<-3,k:^X-

1) D 0;
0;

2)1-/(-1)>0. 12 + (2^ + 6) (-1) + 4^ + 12
2^+7>0; ky 2

-1, ^ + 3h3) - —
2а

Ответ: —

- 1.
£

•2
X

0-, k
_ ‘2k^

-3.

1; k

0;

-2;

Б. Корни квадратного уравнения должны удовлетворять
условию

X, Хо т. (2)

У
У

а

т
X -Ат

X, о

б
Рис. 17.

i(m}

Тогда необходимо и достаточно решить систему (рис. 17)

af{m) > о, 
. h т>----- .

2а

Пример 3. При каких k уравнение 
х2 — 2kx -[-^ + 6 = 0 

имеет корни меньше единицы?
Решение. Используя (2'’), получим: 

0. k- — (й + 6) > о, т. е. k1)
66

(2')

— 2 и k 3.
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2) 1-/(1)

3) -7П =

>0. 1-(1—2^-1-^4-6)

1, т. е. k < 1.
2-1

< —2.

1, т. e.

0; k 7.

2й “

Ответ:
В. Корни квадратного уравнения удовлетворяют условию

т <_ Хз. (3)x,
Тогда необходимо 

(рис. 18)
и

Хз.

достаточно выполнение условий

D>0, 
а/\т) 0.

(3')У 9

J . Д"
а

Рис. 18.
б

Пример 4. При каких число 3 заключено между кор­
нями уравнения

kx'^'-V — 1)х — 4 = 0?
Решение. Используя (3'), будем иметь: 
1) /)>0. (^-1)2-]-4^ >0; 1 + 4й

0; k — 1.
0. (yfe-l)2-]-4yfe >

(^+ 1)2
0. A[A:-32 + 2(lfe- 1)3-41

2^<0;
зу ^3

_2
3 '

Г. Корни квадратного уравнения удовлетворяют условик>
т < X, < Х2 < п. (4>

2) ^-/(3)
15A:f k--

Ответ: 0 k

5*

0;

0;
0;

1



t
I

Необходимо и достаточно найти решение системы (рис. 19) 
/)>о, 
af{m} > О,

■ (if lri) > О,
т<,------

2а

(4')

I 
а

n. У
n

Рис. 19.
6

Пример 5. При каких а; корни уравнения 
2х- — (2а; — 5) X

заключены между О и 1 ?
Решение. Итак,

1.о < Х1
Используя (4'), получим:

0. (2а-5)2-4-2-(а-3)>0, 4а2 - 28а + 49 > 0, 
12>-0, т. е. а —любое число.

0. 2 (2а — 3) > 0; а

1)

X2

(2а + 7)’
2) 2-/(0) >0. 2 (2а - 3) > 0; а > 3.
3) 2-/(1)>0. 2[2-(2а-5) + а-31
4) 1; 0<2а-5 <4, 5<'^ 2-2

Ответ: 3<а<4.
3. Исследование рациональных неравенств по параметру

Решение рациональных неравенств с параметрами произ­
водится обычными способами. Однако, производя различные 
операции, мы должны каждый раз указывать, в какой обла­
сти изменения параметра эти операции приводят к равно­
сильным неравенствам.

Пример 6. Решить неравенство
X__ , 1 — X . X +1
2а 6 8й

2а —Ъ 
2-2

1 — X
6

> 0; fl; 
2a

4.
9; 2,5 a < 4,5
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Решение. О. Д. 3. а=И=0, х —любое число.
Перенесем все члены неравенства в левую часть, приве- 

частьдем к общему знаменателю и перенесем в правую 
свободный член:

12х + 4а — 4ах — Зх — 3
Йо

Рассмотрим три случая.
9 —4а

24а
= 0, т. e.

О, 9 — 4a
24a

X 3 —4а 
24а

9 а = ~
4

Непосредственной подстановкой убеждаемся
9

в том, что
при а = неравенство выполняется при всех х.

4

2. Если 9 —4а 9
24а

о ИЛИ 4-24а(а-----
4

о, т. е.
Д
4 ’ 

получим:

О а то, разделив обе части неравенства на 9 —4а
240 ’

X

на

3. Если 9 — 4а

9 —4а 
24а

24а

(3 — 4а) 24а 
24а (9 — 4а)

:о. т. е. а

или X

о и а;

3 —4а
9 — 4а

_9
4 ’

то при делении

мы получаем неравенство противоположного смысла:
(3 — 4а) 24а 
24а (9 — 4а)

Ответ: При а

X или X

о и а £
4

X

3 — 4а
9 — 4а ■

3 —4а .
9 —4а’

при о а 2
4

3 — 4а 9-------; При а = —
9 —4а’ 

*

X —любое число.

*

76.

77.

78.

х^ + 5х Ч- 4 
хЗ+ 1 

хз — 7х + 6 
Х2— 1 

хз + 15 
хз + 8

79. X —

2.

1.

- 1.

X- 11 -
1 — а 

а
' а — Ь

а — 1
X

а — Ь
X а > X Ь 

а + Ь а — Ь а — Ь аЬ
81. Решить систему неравенств:

{tn (х — 2)
(2/ге + 3) (х — 1) > (/га — 1) (х + 2).

80.

X — 3,

69



82. При каких значениях т уравнение
{т — 5) х^ — 4/пл /га — 2 = о

имеет вещественные корни противоположных знаков?
83. Найти все вещественные значения а, при которых оба 

корня уравнения
4л:^ — 2х + а == О

заключены между 0 и — 2.
все вещественные значения а, при которых84. Найти 

оба корня уравнения
(1 + а) х^ — Зах -р 4а = о

больще единицы.
85. Найти все вещественные 

корни уравнения
2х^ — 2 (2а -Ь 1)х — а (а — 1) = о 

удовлетворяют условию
Х1

значения а, при которых

а
86. Расположить корни данных квадратных уравнений 

X® — X — 1 = о и х^ -Р ах 4- 1 = о
в порядке возрастания.

Ха-

§ 7. Иррациональные неравенства
1. Определение иррационального неравенства

Иррациональным неравенством будем называть нера­
венство вида

/(x)Vg'(x), (1)
где /(х) и g(x) — функции, содержащие иррациональности.

При рещении иррациональных неравенств, так же как и 
при рещении иррациональных уравнений, больщую роль играет 
определение О. Д. 3., но особенно существенно предвари­
тельное изучение знаков двух частей неравенства.

Так как при рещении иррациональных неравенств, как 
неравенств вообще, проверка невозможна, то все преобразо­
вания должны быть равносильными.

2. Область допустимых значений неизвестного

В неравенствах вида (1) О. Д. 3. есть любые значения 
X, удовлетворяющие естественной области определения функ­
ций _/(х) и g(x). Однако, в зависимости от знака неравенства, 
О. Д. 3. может дополняться результатами исследования зна­
ков /(х) и g(x).
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3. Равносильность преобразований

Обычно при решении иррациональных неравенств произ­
водят предварительно некоторые равносильные преобразо­
вания с целью получить неравенство, одна из частей кото­
рого при всех X из О. Д. 3. имеет фиксированный знак.

Пусть, для определенности, в (1)
/(X) > 0.

Тогда могут представиться следующие случаи.
1. Неравенству/(х) >^(х) удовлетворяют все х из О. Д. 3., 

при которых g(x) < 0. При возведении в квадрат двух частей 
неравенства в этой области происходит потеря решений. 
В области, где g'(x)>0, обычно необходимо возведение в 
квадрат двух частей неравенства.

2. Неравенству /(x)<^f(x) могут удовлетворять только 
те значения х из О. Д. 3., для которых g(x)>0. В этом 
случае предварительное исследование положительности g'(x) 
уточняет О. Д. 3. Возведение в квадрат без такого иссле­
дования дает посторонние решения.

Рассмотрим несколько простейших примеров.
Пример 1. Решить неравенство

Кх> 1.
0.Решение. О. Д. 3. х

Так как обе части неравенства неотрицательны, то, воз­
ведя обе части в квадрат, получим равносильное неравенство

X 1,
что и является ответом.

Пример 2. Решить неравенство 
Ух> - 1.

0.Решение. О. Д. 3. х
Так как левая часть неравенства неотрицательна, а пра­

вая отрицательна, то О. Д. 3. является ответом. Здесь воз­
ведение в квадрат даст результат х '1 (потеряна область
О 1).X

Пример 3. Решить неравенство
Кх<1. ‘ 
>0.Решение. О. Д. 3. х

Так как обе части неравенства неотрицательны, то, воз­
ведя их в квадрат, получим равносильное неравенство

1.X
Ответ: 0<х<1.
Пример 4. Решить неравенство 

/х<-1.
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0.Решение. О. Д. 3. л
Так как левая часть неравенства неотрицательна, а пра­

вая отрицательна, то решений нет. Здесь возведение в квад­
рат даст результат л < 1, или, с учетом О. Д. 3. 0<;л < 1, — 
постороннее решение.

1, или, с учетом О. Д. 3. 0

4. Общий метод решения иррациональных неравенств. (Примеры)

Пример 5. Решить неравенство
4л-2.
3.

3V 6 + л — л^
X

1. Решением, очевидно, является вся область, в которой 
правая часть неравенства отрицательна, т. е. л

Решение. О. Д. 3. —2

1-. С уче-
2

том О. Д. 3., в этом случае получим — 2^л<
2. Если правая часть неравенства положительна, т.

то, возводя обе части неравенства в квадрат, полу-

X
е.

X 2 ’ 
чим:

9 (6 + л — л^) > 16л^ — 16л + 4,
или, после упрощений.

(л +1) (л — 2)< о.
т. е. 1 :^л < 2.

С учетом условия х 
таты, будем иметь

л
_1_
2 ’

объединяя полученные резуль-

— 2 л < 2.
Пример 6. Решить неравенство

л - 14.
50, л 5.

Vx^ — 55л + 250
Р е ш е н и е. О. Д. 3. л
Очевидно, правая часть неравенства должна быть положи­

тельна, т. е. л ...............
области л

л2 - 55л + 250

14. Итак, решение должно принадлежать
50. Возводя в квадрат и упрощая, получим:

л^ — 28л + 196 или л
С учетом О. Д. 3., получим л>-
Пример 7. Решить неравенство

____ (Х-1У •Д' I »

50.
2.

(3 + К8 + х)2 
Решение. О. Д. 3. 8 +л; 
Если л — 7 < 

из области — 8

о, т. е. л>- — 8.
о, то неравенство выполняется при всех л 
^л<7.
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При X 
теле, получим:

7, избавляясь от иррациональности в знамена-

(x-ip (3-Г 8 + х)2 
(3 + к 8^)^ (3 -

х-1, (3 - К8Тх)2

бК8 + х,К8+х<4, х<8.

X — 7,

Х. — Т,

X - 7, 24
8.

(х-1)2 (з-Г8 + х)^
(9 — 8 — х)2

— 68 4~~х 4~ 8 4“ X
Ответ: —8^х
Нередко при помощи удачно выбранной подстановки удает­

ся привести решение иррационального неравенства к реше­
нию некоторого рационального неравенства.

Пример 8. Решить неравенство
V х2 — X -Р 1 < (х — 1)2 -Р х2.

Решение. Заметим прежде всего, что подкоренное вы­
ражение положительно при всех значениях х. Приведем дан­
ное неравенство к виду:

/х2 — X -Р 1 2x2 - 2% + 1 + 1 — 1,
«ли

t 2Z2- 1,

Z = Кх2 — X + 1.
Решая последнее неравенство, получим: 

Z< —- и / >1.----- и t
2

Возможно только
V х2 — X + 1 1

«ли
х(х — 1) > о,

т. е.
X < О и X 1.

I
1

5. Иррациональные неравенства с параметром

При решении иррациональных неравенств с параметрами, 
так же как и при решении иррациональных уравнений, при 
различных значениях параметра получаются различные реше­
ния.

Исключительно полезно строить полученные области ре­
шений в системе координат.

Пример 9. Решить неравенство
]/ а 4- Кх 4- — Кх <
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Решение. О. Д. 3. 0:^x^a^, а
Возведя обе части неравенства в квадрат, получим:

1 — а.
Отсюда следует, что необходимо

1 — а

X 0.

У — X

T. e. 1.

(1>

о, т. е. а
Возведя обе части (1) в квадрат, получим после преобра­

зований:

1. Пусть 2а — 1 0, T. e. a

2а- 1.
1— . Тогда, c учетом О. Д. 3.,
2

замечая, что
а-2 2а — 1,

получим:
2а- 1 X

2. Пусть 2а — 1 0. т. е. а

а-.
1
2
—. Тогда, по О. Д. 3., имеем:

Ответ: При 0 а

2а- 1

0 =

- О
■ 2

< х

X

X

,2

2 1а^-, при —,2 а 1

X

: < а!^ (рис. 20).
Пример 10. 

венство
iZa^ — V л-

Решить нера-

О а

X.
Решение. О. Д. 3. |х1>|а|;
> — а^; X 0.
1. При X

НИЯ по О. Д. 3.
а) — х> I а |.

о получим — X а, т. е.

2а'
о имеем ограниче-

Рис. 20.

При а;

при а 
т. е. X '

б) a^
х^

X
о получим — л — O-f

о получим — Xпри а
при а < О получим — х

.2

— X

_____
> I/ — а'^; а^ х~ — а-\.

I а I Ka^^ + 1.
; аКа'^ + 1, т. е. X
— а У + 1, т. е. X

— а Ка=^ + 1;
>аКа2+ к



X

Окончательно в этом случае получим:

—I а I /аМПГ л < — I а I.

о, возведя обе части исходного неравенства 2. При X 
в квадрат, получим;

a- — Kx^ — a’

— Kx^ — >

2 >x^,

х^ — а-.
Последнее неравенство не выполняется ни при каких х.

Ответ: —|а|Ка--1-1 — |а| •X

*
*

*

88.

89.
90.

X + 1 + 2x 1^2 — %
(X - IP

■t + — 2
x — X — 2

2Kx + <7

Kx — + Kx > ‘lb.

- 1.

0.

^1.

X -|- 1.

§ 8. Показательно-логарифмические неравенства

Решение показательно-логарифмических нера­
венств сводится к решению алгебраических неравенств при 
помощи некоторых равносильных преобразований и к реше­
нию простейших неравенств вида 

а
По методам решений показательно-логарифмические нера­

венства можно классифицировать так же, как и уравнения.
Основное внимание следует уделять переходам типа:

/(х)>ср(х) (а>1);
/(х) < ср (х) (0

ср (х) (а > 1, /(х) > 0, ср (л) > 0):
1, /W>0. ср(х)>0).

Ь, \Qg^x'^b, [og^a^b.

а 1):

artxi

lg«/W > Iga? W=>/W
iga/(-^)>lga'P W=>/W < ? W (0<«

Пример 1. Решить неравенство
1 , 2

5 —igx +
1 +lgx

1.
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0.Решение. О. Д. 3. х
Перенесем все члены неравенства в левую часть и при­

ведем к общему знаменателю.
Будем иметь

11 — Igx—-5 — 41gx-|-lgx
(5 —Igx) (1+ Igx)

6 — 5 Ig X + lg2 X
(5 — Ig X) (1 + Ig X)

о.
I

о,

и наконец
(Igx-bl) (Igx —2) (Igx —3) (Igx —5)>0.

Получим (рис. 21):
1. Igx<-1,
2. 2< lgA:<
3. Igx > 5,

X <
3, 102

0,1.
< X <
■ 10®.

10®.

-f о t. е л 5

Рис. 21.

пример 2. Решить неравенство 
уг + XX +44^<3-2'

Решение. О. Д. 3.
Разделим обе части неравенства почленно на 4^7^0. Пос­

ле преобразований получим:

3-2

0.

1 Vx-x + 4-2 2 {Vx - х)

Обозначая
2 Гл-

будем иметь
0.

г

I

4/2 + 3/ — 1
Решая последнее неравенство, получим:

— 1 и / 1_
4 ■

Итак, решение неравенства свелось к решению двух не­
равенств:

1. 2,vr-
2. 2 Ух-

— 1.
_1_
4 ■

I
I
I
1
I
I

К

I



Первое неравенство, очевидно, не имеет решений. Пере­
писав второе неравенство в виде >2 
Кл ——2,л —Кл —2<0, т. е. 
или о

уг-

X
— 2, л —Кл — 2 
<4.

, получим:
- 1 <Кл<2

1. Показательно-логарифмические неравенства вида

V а и IguV V а

Неравенства этого вида очень часто встречаются в прак­
тике решения задач. Рассмотрим два примера.

Пример 3. Решить неравенство.
4" 1

Решение. О. Д. 3. х
Очевидно, решение существенно зависит от того, какие 

функции составляют неравенство: возрастающие или убываю­
щие.

1. Если X 
но быть

X .
о, л 1.

1 (функции возрастающие), то очевидно долж-

л, т. е. X

1.Окончательно получим л
2. Если 0<л<1 (функции убывающие), то О41евидно 

должно быть
Зх 4" 1 X, т. е. X что противоречит О. Д. 3.

Зх "Ь 1

л

2 ’

2

Ответ: х > 1.
Пример 4. Решить неравенство

1.
о, X =4= 1.

lg,Kx+ 12
Решение. О. Д. 3. х
Здесь решение также зависит от того, в каком из интер­

валов находится X (О < л < 1 или х ~ 
венства в виде

1). Перепишем нера-

1. Если О
4- 12 > Ig.

1, то
' X, л 4- 12

4 и X

X.
X <

Кх 4- 12 < л, л 4- 12 < л:^, — л — 12 > 0.
Значит, л>4 и л < — 3 — решений нет, с учетом О. Д. 3. 

и нашего предположения.

— л — 12
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1, то2. Если X >
Кх 4- 12 > X, x^ — X — 12 <

С учетом нашего предположения,
1 < X < 4.

Заметим, что рассмотренные в примерах 3 и 4 неравенства 
имели решение только в одном из интервалов О < х < 1 

1. Однако определить сразу, какой из этих интервалов 
следует рассматривать, было невозможно. Далее мы пред­
лагаем метод решения, который позволяет сразу находить 
непустые множества решений.

Рассмотрим неравенство вида
и" V а.

Здесь и и V — некоторые функции от х, причем и 
Решим это неравенство тем же методом, что и при­

мер 3.
Перепишем неравенство в виде

к’ V u'su
Рассмотрим два случая.

1. Тогда необходимо искать решение системы 
ы>1 1 __  и — 1>0
‘^Vlg^a —lg„aV0

Следствием этой системы будет неравенство
(«—1) (ц —lg„a) V0.

1. Тогда необходимо искать решение системы 
0<м<1]_____ м—1<0 1

®Alg„a >TJ-lg„aA0 I
(здесь знак Л — знак противоположный V )-

Следствием этой системы будет неравенство
(м — 1) (ц —lg„a) V0.

Отметим, что обе системы неравенств имеют следствием 
одно и то же неравенство. Отсюда можно заключить, что 

а" V а <==> (и — 1) (ц — lg„a) V 0, (1)
(M-l)-nVO (К)

и X

1. и

2. О и

Х-, о, -3 X 4.

о и

\/ 1 <=
О и zi 1.при условии и

По формуле (1) ответ ^примера 3 может быть получен 
сразу:

Х^^ + ' > X' (х — 1) (Зх + 1 — х) 0 =
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2 (л - 1) ( -^+

X > 1.

о, т. е. л
2

и л 1.

I 1
1.

или, т. к. |х|—1VO =

учетом О. Д. 3.
Пример 5. Решить неравенство

Решение. О. Д .3 |л|
По формуле (Г) будем иметь

(1л| — 1) (л — 2) (л + 1)< О
— 1 V О => (л — 1) (л + 1) V О,

(х+ IP (л - 1) (л-2)<0.

о-1 i

X

Рис. 22.

Ответ: 1<л<2 (рис. 22).
Рассмотрим неравенство

lg„ г> V а.
Здесь ZZ и Tz — некоторые функции от х, удовлетворяющие 

условиям ZZ > О, и^\, vyQ.
Выведем общую формулу для решения неравенства этого 

вида.

о, W ф 1, г»

> 1.
1

1. и
и;
V \/ и‘

: и
и

•у л и'
Итак,

2. о
О-

Igu'y Valg„M

1.
1 zz — 1

7) — zz“ Л О

Iga'O У

(zz — 1) (г) — «“) V О.

I <=(м — 1) (-и — и“) V О

(zz — 1) {р ~ и°'')\/ О, 
(zz — 1) (ц — zz) V О, 
{и - 1) (ц- 1) V0, 

при условии ZZ>U, и=р\ и 'О>0.
Пример 6. Решить неравенство 

Ig^r’ — 4л + 3) 
Решение. О. Д. 3. л<

Va<=^ 
Igzz'y V 1 <=^ 
lg„'« vo< = > 
> О, м ф= 1 и

> 1.
1. л:

(2) 
(2') 

(2")

М — 1 О 
■и — и“ V О

О

3.
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По формуле (2') будем иметь:
(х^ - 1) (л2 - 4х + 3 - x^) > о, 4(х - 1) (X + 1) (^х -1) 

Ответ: х< —1, ■^<х<1 (рис. 23).

0.

о % *
Рис. 23.

2. Показательно-логарифмические неравенства с параметром

Решение показательно-логарифмических неравенств с па­
раметром сводится к решению алгебраических неравенств. 
Наличие параметра существенно влияет на О. Д. 3. и отбор 
решений. Если параметр входит в основание степени или 
логарифма, то решение неравенства распадается обычно на 
два случая.

Пример 7. Решить неравенство
л а.

0; л 1, а о, fl 1.Решение. О. Д. 3. х
1. Прологарифмируем неравенство по основанию а 1:

О
IgaX 1

X fl.

1,или — 1
1 т. е. —
а

С учетом О. Д. 3., в этом случае получим:

:: С 1 и 1 а
2. Прологарифмируем неравенство по основанию а

1 или Iga X < — 1 и lg„ X > 1,

X X а.

1:
-1и lg„x

> 2
а

С учетом О. Д. 3., в этом случае получим:
о < X < fl и X

т. е. X и X fl.

X _1_ 
а

Ответ; При 0 fl 1 О X а 'О. X

при fl 1 2_
а

X 1 и 1 X

2.
а

а (рис. 24)
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л

I
/

1

1

И
I 
1
I

а

Рис. 24.

*
*

91
X — л — 1

1 2
'2.+'21 2 +3

-Ьу
>4 "S2. 3

93. 21og_£X > log_^(^x +

94. log,
95. log^ 2 • loga^ 2 > logt 2.

96. logs logs < log2_ logj_

■3-л

2

- 1.

2л—1

-1.

X -Н 1
'4- X — 1

2

2

Л

X — 1

1 
"-2^

2 3

97. Iog2_x> log^3 —

^8. log^ л + log^ (л — 2) > 1.
99. loga (х — а) > logj_ (х + а), 

а

< logx 4, где о < р < у.1100, log л+р 4

§ 9. Доказательство неравенств

Напомним основные свойства неравенств;
1) если а>6и то а
2) если Ь, то а + т > Ь + т-.
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Ь^, Ui > 
-Р ^2 + ••• + Ь^', 

Ь, то ат
Ьх>

b^bi... Ь„-, 
b^Q. то й
1 и х'>у'^ 

" аУ.

*2,-, й„ b то ^1 + 02+ ••• +3) если
+ й„

4) если а
5) если

a-^Ui... а„
если а

7} если а
и л > у/ > о, то а

При доказательстве неравенств используются различные 
приемы. Мы рассмотрим некоторые из них.

0; «2

п»

Ьт при от
> bi о.....

О и ат
Ь п

с Ьт при /ге<0;
О, то

i

> при X 
о, то й">(

:>0;
й-^, если же 0 а 1

1. Доказательство неравенств при помощи тождественных 
преобразований

Здесь существует два приема решения.
А. При помощи некоторых преобразований удается 

свести неравенство к тождественному.
Пример 1. Доказать неравенство

+ У + 7^ ху + yz + xz.
Решение. Умножим обе части неравенства на 2 и сгруп­

пируем:
-Р х^ + y^ + y^ + — 2ху — 2x2 — 2у2

(х- — 2ху + y^) Н- (x^ — 2X2 -р 2^) -р (y^ — 2у2 -Р 22) о,
(х —у)2 -Р (х — 2)2 -р (у — 2)2 

Последнее неравенство очевидно.
Пример 2. Доказать неравенство 

Кй-р +

Решение. Перепишем неравенство в виде 
|/^ч- 

Р аЬ

о,

V а + К Ь .
или

на

0.

(а + К (> ) (— У аЬ + V Ь‘‘) 
(/ аЬ

Разделив обе части неравенства на Уа + УЬ 
УаЬ, получим;

Ка + КУ<

и умножив

или
VаЬ <

{Уа-УьУ
что, очевидно, верно при всех а и Ь.
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а ь ..
“—I— < Ь а

К общему знаменателю, получим

Пример 3. Доказать неравенство

- + > 2 (аЬ > 0). й
Решение. Приведя

•очевидное неравенство {а — b^^Q.
Б. Комбинируя тождественные неравенства, удается по­

лучить доказываемое.
Пример 4. Доказать неравенство

(1 + Ь^} + 6^(1+ (1 + a^) Qabc.
Решение. Запишем три очевидных неравенства и сло­

жим их почленно
а?’ 4- Ь^с'^ ЧаЬс

-Н 2аЬс
2аЬс4- агЬ^

а'^ -Ь б^c2 4- Ь'^ 4- 4- 4- a^б^
Сгруппируем члены левой части

a^ -Б a^б^ 4- Ь^ 4- б^c^ 4- 4- c^a^

Qabc

Qabc
или

бабе,(1 4- 62) 4- 62 (1 4-1^) + ^2 (1 4- а^) > 
чтои требовалось доказать.

в пяти случаях:
2. а = б = с = 1;
4. 6=1, а = с = — 1;

Равенство возможно
1. а = б = (; = 0;
3. а= 1, 6 = 6’= — 1;
5. <7=1, а = б = — 1.
Пример 5. Доказать неравенство

о, б >I I о /— H----- 1— >3(a 0, e>0).
b c a

Решение. Пусть для определенности

или

1огда — 
а
Ь

1.

< б < с.

Поэтому

о, т. е.

а
h 1I и —с

Ь
о

с с
а а Ь +1

-^ + ^-1. 
д Ьа а Ь

Прибавим к обеим частям последнего неравенства

Будем иметь:
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Ь а са .
'ь '

ТJ I Д .по, так как—1---- ,
а Ь

слабое, неравенство

ь '

а , Ь с
~—I------- 1------

а - + т + т + --'-а Ь Ь с
л с , Ь2 -и.----- 1—

6 с

v+-+-

2, то выполняется и более

2 + 2 - 1 =3.

с
с

Ь с
а

Ь

Ь Ь

с

С и сВарианты Ь а Ь рассматриваются аналогично.

2. Доказательство неравенств с дополнительными условиями

В задачах, предлагаемых ниже, доказываются неравенства, 
верные при некоторых данных связях между членами.

Пример 6. Доказать, что куб гипотенузы больше суммы 
кубов катетов.

Решение. Пусть а и Ь — катеты, а с—гипотенуза, т. е. 
а и с ~с > а и с > Ь. Тогда, умножив обе части равенства 

= на с, получим:
с® = а~с + Ь~с а^а + Ь'^Ь = а^ + Ь^.

Пример 7. Доказать неравенство 
О,

если л + у > 0.
Решение. Преобразуем левую часть неравенства: 

(л — у) — У"*  (л — у) = (х — у) (x'^ — у*)  = 
= (л — у) (л2 — у2) (л2 + у2) = (л — у)2 (л:2 + у2) (л — у)

Неравенство очевидно.
0.

на примере.
3. Доказательство неравенств методом математической индукции

Поясним „принцип математической индукции“
Предположим, нам надо доказать, что все поезда метропо­

литена голубые.
Доказательством может служить следующее рассуждение. 

Если первый из увиденных поездов голубой и есть уверен­
ность в том, что каждый следующий тоже голубой, то все 
поезда голубые.

С точки зрения логики рассуждений, приведенных выше, 
принцип математической индукции"

Если в последовательности событий первое происходит, и за 
происходящим событием следует происходящее событие, то 
все события последовательности происходят.

Доказательства методом математической индукции произ­
водятся в три этапа.
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1. Определяем, что утверждение верно при и = 1.
2. Предполагаем, что утверждение верно при n = k

{k — произвольное, натуральное).
3. Убеждаемся, что утверждение справедливо при п — ^ + 1. 
Очевидно, что метод математической индукции можно

применять, начиная с любого натурального /г.
Пр и м е р 8. Рассмотрим неравенство, обобщающее резуль­

тат примера 6. Требуется доказать, что
а" 4- Ь’' < с''

при a8-|-Z>8 = c8, сУ>а, с'>Ь для всех натуральных п 
Решение. Неравенство справедливо при « = 3. Пусть 

при п = к. Тогда при /г = л;-j- 1 будем 
+ b'^+i b'^-b

a, с 2.
(*>

a>+b'^ .tic'
а!’с 4- Ь'^с = {а" 4- Ь'') с 

Итак, неравенство (*)  доказано.
Пример 9. Доказать неравенство 

2" > 2п 4- 1, 
3.

иметь 
?+>.

где /г — натуральное и п
Д,о казат: & л ь в о. При п = 3 неравенство справедливо. 

Докажем, что
4''+^ 2 {k + 1) + 1

при условии выполнения неравенства
2/г ;

Перепишем (**)  в виде
2-2;

2k + 1.

или
2*+  2^

что очевидно, т. к. 2' 
а: > 0.

1*

I* 2^ + 3

> {2k + 1) + 2, 
2^+1 no условию, a 2'>k

* **
Доказать следующие неравенства: 

101. (К^+ KF)8 
1 , 1 . 1102. -
22 32 42 Л2

\ у X J

у^ Х^ \ у X /

>2

2, T. K-

&АаЬ {а 4- Ь)^, {а
1 л^-_1

i п '

0, Z>>0).

0.

4 0, (xy#-o).
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Доказать методом математической индукции:
105. (1 -Р X)

число, большее единицы (неравенство Бернулли).
106. а) а” -р Ь‘

б) 2'
в) 2'

.n 1 + nX, где X ^0, X > — 1, д — натуральное

1П

,гг

(а -р Ь)", если а 
п, если а > 2; 
№, если и > 5.

о, (Ь>0;

§ 10. Задачи на составление уравнений

Задача на составление уравнений представля­
ет собой ряд соотношений между данными и неизвестными 
величинами, выраженный в словесной форме.

С такого рода задачами учащемуся приходится встре­
чаться в процессе обучения не только математике, но и 
физике и химии.

Решить задачу на составление уравнений означает найти 
значения неизвестных величин, т. е. ответить на вопрос за­
дачи. При решении задачи необходимо учитывать естествен­
ные физические ограничения, которые, как правило, в тексте 
задачи не указываются.

Для успешного решения задач на составление уравнений 
необходимо владеть аппаратом исследования всевозможных 
уравнений и неравенств.

Невозможно дать полную классификацию задач этой 
темы, ибо они достаточно разнообразны и допускают ре­
шение несколькими способами. Нам представляется, однако, 
полезным дать общую схему решения задач на составление 
уравнений.

математике.

классификацию

1. Общая схема решения задачи на составление уравнений

Решение текстовой задачи можно разбить на ряд этапов.1 >> ZVO ZV TV >> .« .V ...V ЖЧ. жж О1. Выбор неизвестных величин и их обозначение. Здесь 
следует отметить, что не всегда за неизвестные величины 
принимаются те, которые требуется найти по условию.

2. Запись данных в задаче соотношений между неиз­
вестными и данными величинами в аналитической форме.
Указанные соотношения могут быть записаны в виде урав­
нения, системы уравнений, неравенства, системы неравенств 
и смешанной системы.

3. Установление области допустимых значений неизвест­
ных и данных величин. Здесь необходимо указать естест-
венные физические границы изменения неизвестных и данных 
величин, а также наложить ограничения, вытекающие из 
построенной аналитической записи условия задачи.
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4. Решение составленного уравнения, системы уравне­
ний и т. п. и выделение реальных ответов по О. Д. 3. 
Здесь необходимо владение методами решения уравнений и 
неравенств с параметрами.

Предполагаемая схема не может претендовать на пол­
ноту, ибо, как правило, решение каждой задачи требует ин­
дивидуального подхода. Однако в большинстве случаев дан­
ную схему можно успешно использовать.

2. Примеры решения задач на составление уравнений

Пример 1. Решить задачу (мы считаем везде в даль­
нейшем само собой разумеющимся исследование задачи по 
параметрам, если последние имеются).

Путник, находящийся на расстоянии h от прямолиней­
ного шоссе, увидел автобус, идущий по шоссе, на расстоя­
нии а от себя. Путник побежал по прямой к шоссе и 
прибежал в ту точку, в которую подошел в то время ав­
тобус. Найти расстояние, которое пришлось пробежать 
путнику, если отношение скорости пешехода к скорости 
автобуса равно к.

Мы сознательно приводим здесь очень трудную задачу 
для того, чтобы читатель мог познакомиться с тем, что 
значит исследовать задачу по параметрам.

Подобные задачи на составление уравнений предлагаются 
на математических и физических факультетах университетов 
страны.

I

Обозна-
h и

k

I fc г

4

Решение. Итак, данные задачи h, а, k = —
ЧИМ искомое расстояние х. Отметим сразу же, что а

1. Невыполнение первого из этих условий противоречит 
условию задачи; второе условие накладываем мы сами из 
реальности ситуации.

Решение задачи, по-видимому, можно свести к решению 
прямоугольных треугольников (рис. 25, 26, 27). Однако сразу 
же возникает вопрос, какая из ситуаций, изображенных на 
рисунках, может иметь место. Это очевидно зависит от па­
раметров задачи.

Проведем предварительное исследование.
Пусть путник решил двигаться перпендикулярно шоссе. 

Найдем, при каких значениях параметров это решение ока-

!
Рис. 26.

Ш

Рис. 25. Рис. 27.
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залось верным и при каких значениях параметров путник 
попадет на шоссе раньше и позже автобуса. Этот вопрос 
можно решить за счет сравнения времени движения автобуса 
и путника до точки О.

Итак,
точки о.

V д2 — h'^
Va

h
V v7’

7 Г---------- йУ — h? V
_ --------------------- h

, --------------- h
V — h? \/ —• 

т- 7/----------------------------------Первый случай. Если и — h?=—, то решение путника 
■было верным и

Второй случай. Если К а^ — 
в О раньше автобуса 
раметрами в виде

x = h (рис. 26).
h

, ТО путник прибежит
/п). Перепишем связь между па-

h
У — №

Третий случай. Если V а^ — <
в О позже автобуса (^а ■ 
■случая запишем в виде 

k

k (1)
h
у, то путник прибежит 

/п). Связь между параметрами этого

rhv-

Определим теперь, чему равен х во втором и третьем слу­
чаях.

Второй случай. Итак, пусть
Тогда, очевидно, путнику придется бежать так, как показано 
на рис. 25.

Составим очевидное уравнение
vyt. = У сС^ — — У х'^ — h'^.

выполнено условие (1).

Но
а'

Vn X X
— , ат;п=-, т. е. =■Vn =

Тогда уравнение примет вид

При решении уравнения (3) следует использовать методы 
решения иррациональных уравнений с параметрами с учетом
условия (1).

Переписав (1) в виде
—= 1/ - AS
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заметим, что решение возможно только в области
, ,--------- X

Yd^—h- — — о,
k

т. е.
X <ZkYd^ — h^. (4>

Возведя далее обе части уравнения в квадрат, получим» 
после преобразований:

(1 — A^) — 2k V d^ — л + d^k"^ = О,
откуда

kV a'^ — h'^ + k Va'^k'^ — h‘̂
1 — A2

Проверим вещественность найденных решений:
О — всегда.

Х1,2

a? — h^

О, т. е. ka^k"^ -

— h?. Итак, найденные значения х веще-

А 
а

Последнее условие является более слабым по сравнению» 
с (1), т. к. а 
ственны при наших условиях.

Определим далее, удовлетворяют ли полученные значения 
X условию (4).

Необходимо выполнение неравенства

V а2 — Л2 + К «2*2  — h‘̂К — li^ k
или

— Y d^ — d^ > ± К d^k^^ — h:\
Последнее неравенство может выполняться только пр» 

отрицательной правой части.
Преобразовывая неравенство

- А2 К «2 - А2 -V a‘̂k‘^ - h:\
получим:

1
Y a^k^ — k^o? — <

a\k^-k^) + h^{).-k^)<Q. 
Последнее неравенство очевидно, т. к.

О и 1 - k^ < О
1.при условии A

Итак, во втором случае, мы получаем
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X k — h'^) — kVa^k'^ — h-i 
\—k‘i

при k h

Аналогично e третьем случае получаем (рис. 27) 
k (а?-W}xi V ci^H^ — h'^

1 — Й2X =

kпри к fl— <2 k <z .
а |/ й2 — hl

Рекомендуем читателю самостоятельно решить задачу 
в третьем случае.

Пример 2. Решить задачу.
Лодка плььвет по реке против течения, скорость кото­

рого v км!час. Через I км пути она попадает в озеро со 
стоячей водой. С какой постоянной скоростью должна дви­
гаться лодка, чтобы o6ui,ee расстояние в S км она прошла 
не более чем за t часов?

Решение. Пусть х —искомая скорость, тогда
— время движения лодки по реке.

I

I

X — V
— I время движения лодки в озере.

По условию задачи составляем неравенство:
Z ,5 — 1

+ —<z. 
X — V X

Из условия задачи получим следующие ограничения:
V > о, Z > о, s^l.

x'y>'v.
Преобразуем неравенство (1) к виду

Zx^ — (s + vt} X + v (s — I)
Решая это неравенство, получим

S + — К D
2Z

где А) = (s — T/Z) + Mvl
Выясним далее знак Xi.

Xi =

0.

X.

0.

s + + V’O 
Tt

(1)

(2)
(3)

X и X 2 “

S vt — Y(s—'^)^+ 4/“oZ VO, s + т?/ vK (s — 'u)2+ Mvl, 
s^ + ‘Isvt + 'v4‘̂ \/s- — 2svt + + ^tvl,

^svt V Mvl,
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HO no условию s
один из трех случаев: 1. v < х^, 2. л, <

Первый случ,ай. Предположим, что
•о < л,.

Тогда должно выполняться неравенство
S 4- vt — IZ /)

2t

I, следовательно, 
л:1.

> 0. Тогда возможен 
V < л,, 3. V > х^.X2, 3. v

V

или
S — vt > К D.

Это неравенство может иметь решение только при условии
S vt. Возведя в квадрат, получим

(s — vty
что невозможно. Итак, всегда

г) > X].

Второй случай. Предположим, что
V < Хо.

(s — viY + Atvl,

R

Тогда, аналогично
+ и/ + К£>

2t

> — D или vt — S

т’.

s — 'vt'> — D или vt — s < KZ).
Последнее неравенство выполняется всегда, если s 

При S
vt.

vt, возведя в квадрат, получим 
(vt — s)2 {s — vty + Mvl,

5

что выполняется всегда.
Так как возможен только один из трех случаев, будем 

иметь окончательно
S + vt + Y (s — Vt)^ + ^tvl

TtX

** *

107, На лыжной трассе два контрольных пункта, делящих 
трассу на равные участки. Средняя скорость лыжника на 
первых двух участках была а —, а на последних двух — сек
Ь — . Какова средняя скорость лыжника, если первый и тре- сек
тий участки он прошел с той же средней скоростью, что и 
второй участок?
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108. Турист прошел расстояние между пунктами А и D со 
средней скоростью а—, минуя пункты В и С. Его средняя

час
скорость на участке АВ в k раз больше его средней ско­
рости на участке BD, а
участке ВС и участке CD равна средней скорости на участ­
ке АВ. Определить средние скорости на каждом участке, 
если АВ = ВС = CD.

109. Из одного пункта одновременно и в одном направле-
„ кмНИИ выехали два велосипедиста, первый со скоростью а —

и второй со скоростью Ь— . Через полчаса в том же на-

полусумма средних скоростей на

_______ ,ч.„„ _____________ км

и второй со скоростью Ь— . Через полчаса в том же на­
правлении выехал третий велосипедист, который, после того 
как обогнал первого велосипедиста, находился в пути еще 
полтора часа, пока догнал второго. Определить скорость 
третьего велосипедиста.

110. Бассейн наполняется из двух кранов. Сначала первый 
. 1кран был открыт — часть того времени, за которое напол­

няет бассейн второй кран. Затем второй кран был открыт 
часть того времени, за которое наполняет бассейн первый 

кран. После этого оказалась наполненной 2. часть бассейна.
k * ‘

кран. После этого оказалась наполненной — часть бассейна.
Оба крана вместе наполняют бассейн за а часов. Сколько 
времени требуется для наполнения бассейна каждым краном 
отдельно?

111. Из города выехал грузовик со скоростью т»-^.
час

рез т часов вдогонку выехал мотоциклист. В некоторый мо­
мент времени расстояние между ними было п км. Если бы 
скорость мотоциклиста была в р раз больше, чем в действи­
тельности, то это расстояние оказалось бы в три раза мень-

км
час

Че-

ше. Найти скорость мотоциклиста.
112. Двое рабочих выкопали ров, работая один после дру­

гого. При этом первый работал а дней и выполнил часть 
всей работы, равную —. Если бы они работали вместе, то

ч
ров был бы выкопан в число дней, равное среднему арифме­
тическому между числом дней, в течение которых работал 
первый, и числом дней, в течение которых работал второй. 
Сколько дней работал второй рабочий?

ИЗ. По одной и той же окружности движутся два тела в 
одну и ту же сторону. Длина окружности — а метров. Одно 
тело проходит окружность на р минут скорее другого тела.
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каждое

достигнув

, где т и ttIq — ко-

Определить, сколько метров в минуту проходит 
тело, зная, что при движении они сходятся каждые q минут.

114. Во время действия двигателя модель ракеты поднима­
лась с постоянным ускорением, а затем в свободном полете 
продолжала подъем с замедлением g=10— 
наивысшей точки траектории через 12 сек с момента пуска, 
она спускалась на парашюте в течение 20 сек с постоянной 
окоростью 6—Найти ускорение, с которым поднималась 

сек
ракета при работающем двигателе, и время его работы.

115. Известно, что масса вещества при радиоактивном 
распаде уменьшается по закону т = niQa~'^.*
личество вещества в моменты времени Z и 0, X — постоянная, 
зависящая от природы вещества.

Из двух радиоактивных веществ первого было взято в 
два раза меньше, чем второго. Через двадцать лет общая 
масса обоих веществ уменьшилась в восемь раз. Найти пе­
риод полураспада обоих веществ, если период полураспада 
второго вещества в два раза меньше, чем первого вещества.

116. Ребята установили на середине реки флажок и затеяли 
игру. Нужно, получив на расстоянии I ниже по течению от 
флажка два мяча и оставив один из них, перевезти вплавь 
второй на некоторое расстояние так, чтобы, вернувшись за 
первым, доставить его к флажку в тот момент, когда у флажка 
окажется и второй. На какое расстояние нужно отвезти вто­
рой мяч и сколько метров придется проплыть пловцу, если 
■скорость пловца в k раз больше скорости реки?

117. В Ленинград должны прийти два московских поезда с 
разрывом в один час. Машинистам поездов, идущих с одина­
ковой скоростью, сообщили по радио, что первый поезд 
•опаздывает на минут, а второй —на минут. Тогда маши­
нист первого поезда увеличил скорость на z>i км/час, а ма­
шинист второго — на V2 км/час. После этого поезда прибыли 
в Ленинград без опоздания. С какой скоростью шли поезда 
до сообщения об опоздании?

118. Сплав из меди и цинка весом а кг при погружении в 
воду потерял в своем весе Ь кг. Определить количество меди 
и цинка в этом сплаве, если известно, что медь теряет в 
воде р% своего веса, а цинк q%.

119. Имеется лом стали двух сортов с содержанием никеля 
и Ь%. Сколько нужно взять каждого из этих сортов,

чтобы получить с тонн стали с содержанием d% никеля?
120. В двух сосудах находился раствор вещества различ­

ной концентрации, причем в первом сосуде на т литров 
меньше, чем во втором. Из каждого сосуда взяли одновре­
менно п литров, и взятое из первого сосуда перелили во вто­
рой, а взятое из второго — в первый. После этого концентра­
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, отлили а литров и долили сосуд во-

г 
литр

ция растворов в обоих сосудах стала одинаковой. Найти^ 
сколько литров раствора было в каждом сосуде.

121. Из сосуда, наполненного раствором соляной кислоты
г концентрации р ------

литр
дой. После переливания эту операцию повторили еще один 
раз и получили в сосуде раствор концентрации q—Оп- 

литр 
ределить вместимость сосуда.

122. Имеется два раствора йода в спирте. В первом рас­
творе отношение веса йода к весу растворителя равно р, во 
втором — q. В каком отношении нужно взять веса этих рас­
творов, чтобы получить раствор, в котором отношение веса 
йода к весу растворителя было бы равно г? При каких со­
отношениях между р, q и г задача имеет решение?

123. Воздух, содержащий а% углекислого газа, пропус­
кается через систему фильтров, каждый из которых погло­
щает количество углекислоты, пропорциональное ее концен­
трации в процентах (коэффициент пропорциональности ра­
вен А). Какое наименьшее количество фильтров следует взять, 
чтобы очищенный с их помощью воздух содержал не более 
Ь% углекислого газа?

124. По закону действующих масс для мономолекулярных 
реакций количество вещества, прореагировавшее за малый 
промежуток времени от t до t + ~ сек, пропорционально кон­
центрации этого вещества в момент времени t и длине про­
межутка X (коэффициент пропорциональности равен Л).

некоторого
■ Через Т сек концентрация его была Разби-

литр литр
вая данный промежуток на п равных частей и считая, что 
для каждой из них имеет место закон действующих масс, 
найти константу скорости реакции k.

125. Интенсивность радиоактивного излучения смеси двух 
радиоактивных веществ А и В через 8 дней составила 0,5, а 
еще через 8 дней 0,29 первоначальной. Сколько процентов 
составляет содержание вещества В в смеси и какова интен­
сивность его излучения через 8 дней, по сравнению с перво­
начальной, если интенсивность излучения вещества Л за 8 
дней ослабевает до 0,6?

126. Пассажир пробежал вверх от нижней площадки по 
поднимающемуся эскалатору 10 ж и затем спустился вниз, за­

Начальная концентрация
моль
литр

вещества равна 
моль 
литр

тратив на это 73 сек. Ему потребовалось бы 4 мин 22 сек, 
чтобы аналогично по спускающемуся эскалатору пробежать 
вниз 10 м, а затем подняться наверх. Найти скорость эска­
латора, если по неподвижному эскалатору пассажир бежит 
вниз на 35% быстрее, чем наверх.
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127. Рыболовы делили улов. Первый взял а штук и п-ую 
часть остатка. Второй взял 2а штук и п-ую часть остатка, 
третий — За штук и п-ую часть остатка и т. д. Оказалось, что 
таким образом весь улов был разделен поровну. Сколько 
было рыбаков?

128. Сколько существует прямоугольников, у которых 
длины сторон выражаются целыми числами, а их сумма чис­
ленно равна площади прямоугольника?

129. У мальчика было некоторое количество пятаков, он 
складывал их то в правильный треугольник, то в квадрат. 
Сколько денег было у мальчика, если сторона квадрата со­
держала на две монеты меньше, чем сторона треугольника?

130. Пловец плыл против течения Невы, у Кировского 
моста он потерял пустую флягу. Проплыв еще двадцать ми­
нут против течения реки, он заметил свою потерю и вернулся, 
чтобы догнать флягу. Какова скорость течения Невы, если 
он догнал флягу у Дворцового моста, а расстояние между 
мостами равно 2 км'^

131. Два туриста одновременно отбывают из пункта А и 
следуют в пункт В. Считается, что туристы прибыли в пункт 
В, если туда прибыл последний из них. В распоряжении ту­
ристов имеется один велосипед, который они могут остав­
лять на дороге требуемое время и на котором попеременно 
может ехать любой из них, но одновременно вдвоем туристы 
не могут ехать на велосипеде. Нужно распорядиться велоси­
педом таким образом, чтобы время прибытия туристов в пункт 
В было наименьшим. Найти это время, если скорость пеше­
хода равна г», скорость велосипедиста втрое больше и рас­
стояние между пунктами А и В равно S.

132. Измеряется скорость звука в трех стержнях, сделан­
ных из разных материалов. В первом опыте оказалось, что 
систему из трех последовательных стержней звук проходит 
за время t, а систему из второго и третьего стержней в два 
раза быстрее, чем один первый стержень. Во втором опыте 
ВТО 
стержней звук прошел за время Т, а систему из первого и 
ВТО 
ско

)ой стержень заменили новым, и тогда систему из трех

)oro стержней вдвое медленнее, чем один третий. Найти 
)ость звука в новом стержне, если длина его I.
33. Рабочий, возвращаясь из отпуска, проехал 246 км и 

на этот путь употребил на один день больше половины ос­
тавшегося ему на остальную дорогу времени. Сделав расчет, 
он увидел, что должен проезжать ежедневно на 15 км больше, 
чем раньше, чтобы проехать оставшиеся 276 км и поспеть 
к сроку. За сколько времени до конца отпуска он отпра­
вился в дорогу?

134. Длина окружности заднего колеса экипажа в два раза 
больше длины окружности переднего. Если окружность пе­
реднего колеса увеличить на 5 дм, а окружность заднего
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уменьшить на 5 дм, то на расстоянии 150 м переднееколеса уменьшить на о им, то на расстоянии юи м переднее 
колесо сделало бы на 15 оборотов больше заднего. Найти 
длину окружности каждого колеса.

135. Два насоса, работая одновременно, могут выкачать 
воду из котлована за два часа. Один первый насос затратит
на эту работу на три часа более, чем один второй. Во сколь­
ко времени эту работу может выполнить каждый насос?времени эту работу может выполнить каждый насос?

136. Для того, чтобы поддержать на определенном уровне 
воду в котловане, в который за сутки прибывает п м^ воды,

Л<3 поставлены два насоса производительностью «1---- ичас
и стоимостью одного часа, соответственно, руб. и Гг руб. 
Определить, сколько времени должен работать каждый на­
сос, чтобы затраты были наименьшими (—-—^24^

\ Й1 + йз /

137. Одному буксиру нужно перевезти за наименьшее время 
два понтона вниз по реке на 1 км. Было решено, что один 
понтон будет отправлен по течению реки самостоятельно, а 
другой будет некоторое время транспортироваться буксиром, 
после чего он оставит его и вернется за первым, отбуксиро­

час

п
4“ ^2

вав его до конечного пункта. Сколько километров должен 
транспортироваться второй понтон, чтобы оба пришли к ко­
нечному пункту одновременно, и сколько потребуется време­
ни на всю перевозку, если собственная скорость буксира 

км кмV---- , а скорость течения реки к----- ?час час
138. Некоторую часть маршрута туристам предстоит со­

вершить вверх по реке. В их распоряжении моторная лодка, 
способная развивать две скорости с разным расходом горю­
чего. Если скорость реки окажется и. км1ч.ас, то при движе­
нии на любой из скоростей будет затрачено одинаковое 
количество горючего. Если же скорость реки окажется в k 
раз больше, то при движении с собственной скоростью —час 
горючее будет израсходовано полностью, а при движении с 
собственной скоростью ^2----  останется А кг горючего. Ка­
ким запасом горючего снабжена лодка?

139. Скорость течения реки, вытекающей из озера, равна 
с . Моторная лодка, находящаяся на расстоянии I км от

час 
км км озера, обладает двумя скоростями ---- и 'п,— с расходомЧйС 

горючего р1 кг и кг в час соответственно (■»!
Сколько времени должна идти лодка на большей из скоро­
стей, чтобы достичь озера за наименьшее время, если запас 
горючего Р кг?
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140. Пассажир, опоздавший на t часов на свой поезд, ре­
шил сначала догнать его на такси. Однако через некоторое 
время он пересел на автобус, заплатив за билет А руб., и 
прибыл на одну из станций одновременно с поездом. Рассчи­
тав скорость поезда, он обнаружил, что если бы продолжал 
ехать на такси, то догнал бы поезд станцией раньше, затра­
тив при этом на В руб. меньше. Какова скорость поезда и 
сколько времени пассажир ехал на такси, если скорость так-

км кмСИ ц,---- , скорость автобуса V;----- , стоимость проезда од-
час час

ного километра на такси руб., а на автобусе — руб.?
141. От момента встречи двух поездов до момента, когда 

они разошлись, прошло t секунд. Пассажир первого поезда 
видел в окно второй поезд на х секунд больше, чем пасса­
жир второго поезда видел первый поезд. Мимо километро­
вого столба первый поезд шел на 0 секунд больше, чем вто­
рой. Во сколько раз скорость второго поезда больше ско­
рости первого?

142. На соревнованиях авиамоделей лучшими оказались 
две модели. При встречном ветре и — первая модель про­

сек
держалась в воздухе на t секунд меньше второй, но проле­
тела на Z метров дальше. Какая из моделей пролетит большее 
расстояние при безветренной погоде?

143. Вам поручили срочно догнать велосипедиста, выехав­
шего t часов назад из города по шоссе. Располагая А руб­
лями, вы можете часть пути совершить на такси или ехать 
на автобусе. Сколько рублей надо истратить на такси, чтобы 
выполнить поручение, если скорость автобуса т/г — > такси

км км, г ..
час Час

км
час

км ,велосипедиста и---- , а стоимость проезда 1 км наЧДС
автобусе Дг РУб., на такси Остановки автобуса до­
статочно часты, 
пренебречь (и<'Ц2<'У1;

144. Набранные командами, участницами турнира по во­
лейболу, очки образуют арифметическую прогрессию. Сколько 
очков набрала команда, занявшая последнее место, если за 
проигрыш очки не начислялись (ничьих в волейболе нет) и 
каждая команда играла со всеми остальными по одному разу?

145. Двигатель ракеты, начавшей движение без начальной 
скорости, отрезок пути h давал постоянное ускорение а,, а 
затем перешел на другой режим и на таком же пути Л давал

0). Найти время полета на 
втором режиме. Провести исследование.

146. Велосипедист прошел первый круг с некоторой по­
стоянной скоростью, а на втором круге увеличил скорость.
7 д.862 97.

И
•^2

временем на ожидание автобуса можно 
Сг),; «2

постоянное ускорение

д-862



на а---- . Время между двумя прохождениями через точку
час

дистанции, диаметрально противоположную старту, равно 
t час. С какой скоростью велосипедист шел первый круг, 
если длина одного круга s дл«? Провести исследование.

147. Два велосипедиста начали движение с одинаковой 
скоростью по дистанции, состоящей из трех кругов. Первый 
сохранил эту скорость до конца дистанции, а второй увели­
чивал ^скорость на каждый последующий круг. На фи- 

час
нише оказалось, что он обогнал первого велосипедиста на 
полкруга. Найти начальную скорость велосипедистов.

час

148. Корабль движется с постоянной скоростью По 
прямой, перпендикулярной к направлению движения корабля,
движется частица с постоянной скоростью В момент об­
наружения частицы корабль находился на расстоянии s от 
точки А пересечения траекторий и включил двигатель, даю­
щий постоянное ускорение а. На каком расстоянии от точки 
А могла находиться частица в момент ее обнаружения, если 
корабль проскочил точку А раньше частицы?

§ 11. Последовательности и пределы
1. Понятие о числовой последовательности И пределе 

числовой последовательности

Рассмотрим функцию /, заданную на множестве нату­
ральных чисел

1, 2, 3, ..., п, ...
Множество значений ^функции f

/(1), /(2), /(3), ...,/(д), ...
будем называть последовательностью
{у’(л)}. Числа /(1),/(2),/(3), ...,/(д), ... называются чле­
нами последовательности (1), а /(д), где д — любое нату­
ральное число, — ее общим членом, так что общий член 
последовательности (1) есть функция целочисленного аргу­
мента д.

Введем обозначение

(1)
и обозначать

(2)•^« =/(«)> 
тогда последовательность (1) запишется в виде

л,, Х2, Хз, ..., х„, ... (3)
Постоянное число а называется пределом последова- 

если для любого положи-тельнрсти (3) или переменной 
тельного числа е существует такой номер ^=^(e), что для 
любого номера д'
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I -«я — а к е.
Если а есть предел последовательности то пишут 

11тх„ = а или ^а.

* **
149. Пусть дана возвратная последовательность (3), 

ределяемая возвратным уравнением
= tXn-\ -Е 1 (« > 1)

при Х1 = 1. Выразить общий член этой последовательности 
как функцию номера л.

150. Найти общий член х^ возвратной последовательно­
сти, определяемой возвратным уравнением

= (а -Е ₽) x„-i — а — р х„_2

оп-

при
Л1 = а — р, Х2 = — Р®.

151. Найти первые десять чисел Фибоначчи — первые де-
сять членов возвратной последовательности, определяемой 
возвратным уравнением

Х„ = Х„-1 + Хп-2{П > 2)
при = ^2 = 1.

152. Найти пределы следующих числовых последователь­
ностей, заданных формулой для общего члена:

а)х„_2 + \ б)х,-2—Г,

д) х^ = 0,33...3,
п

х„= 1,233...3, ж) х„=1--1 + 1-...-Е(-1>

г) =
in +1 
л + 1 ’

1 1

п + 1- ’

|П-1

п
з) 4- + ;^ + —

2 22
1 

2"'^ ’

ч 1,1, ,1З) 9^ •
£ 2.'* Л

153. Что означают следующие предложения:
а) данная последовательность не имеет числа а своим 

пределом?
б) данная последовательность вовсе не имеет предела?
154. Какая переменная величина называется ограниченной, 

ограниченной сверху (снизу)? Указать, какие из перечислен­
ных ниже ограниченных переменных имеют пределы:

2" _ 2“"
2“ + 2-‘

п-
ni-Y I , б) 1)", в) л,п ■ п

7* ^9



155. Доказать, что переменная л,, 
чена сверху (снизу), и найти ее предел;

------- , б) х„ =------- , 
л -р 1-------------" л2 + 1

п

а)-«„ = б)

п монотонна и ограни-

1 
л ’в) = 1 + -

1г) л„ = 1 - - , д) х„ = -^ (с > о, п с— 1).

156. Доказать методом полной математической индукции, 
что переменная

|/ <?+]/"сн----
л корней

ограничена сверху числом j/ с+ 1, и найти ее предел, убе­
дившись, что она монотонно возрастает.

157. Доказать, что переменная
(1 + -5-7
\ nJ 

монотонно возрастает и ограничена сверху.
2. Бесконечно малые величины

Переменная величина
ЛОЙ, если ее предел равен нулю

■ lim а„ = 0.
Последнее означает, что для любого положительного числа 
е 
п

X,п

X.п

'Л

п

называется 'бесконечно ма-

сущеслвует такой номер ?/= Д'(s), что для любого номера 
> N выполняется неравенство

I % I г.

*
*

*

158. Доказать, что переменные

а) а,'п
1 

л
б) а.'п

в) а,'п г) “« =

д) 'fl
1

Л2
е) а,'п

1
п

1 + (-1)^ 
л

1
Л2 ’

п

ж) «„ = (—!)"•
Л

Л2+ 1

суть бесконечно малые.
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159. Доказать, что переменная величина 
бесконечно малая, если | q | •< 1.

160. Чему равны сумма и произведение двух бесконечно 
малых величин? Чему равно произведение бесконечно малой 
величины на величину ограниченную?

161. Доказать, что переменная величина х„ и ее предела 
связаны соотношением

я , есть

= а + а, 
где — бесконечно малая.

3. Бесконечно большие величины

Переменная величина а„ называется бесконечно боль­
шой, если для любого положительного числа Е существует 

> N вы-

'Л’

такой номер N = N(Д), что для любого номера п 
полняется неравенство

* *
*

162. Доказать, что переменные
а) = п,
в) «„ = (— !)”•«,
Д) “п = —

б) а„ == — «, 
о

% = (-1Г-
+ 1

п

суть бесконечно большие.
163. Доказать, что если переменная «„ — бесконечно боль-

1 ,шая, то------бесконечно малая.1 - шая, то------бесконечно малая,а 
п

164. Доказать, что если переменная % —бесконечно малая,
отличная от нуля, то------ бесконечно большая.

п
165. Доказать, что переменная = Q , есть бесконечно 

большая, если | Q | 1.

4. Свойства конечных пределов, связанные с арифметическими 
действиями над переменными и неравенствами

Если переменные и у„ имеют конечные пределы а и Ь
11тх„ = а, 11т_у„=6,

то их сумма л:„+у разность j/„, произведение 
частное — (если также имеют конечные пределы,

n'i

причем,
Хл11т = a-Z>, 11m ---- =Ул

а
Ь
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166. Найти пределы
а) 11т (2---- Н--------—

\ п п — 1

б) lim ^2----^3 + ■

3- — 
п 
1 ■

«=+1

—L + 
n

1

1
n-

n + 1

в) lim
2 4

167. Известно, что если переменные х^, и 
соотношением

n связаны

причем x^ a, a, 'io и v„ 
BOM, найти предел переменной

1 +

а. Пользуясь этим свойст-

1 
/1^

5. Некоторые задачи на пределы

168. Доказать, что если х измеряется в радианах, то 
sin X

X
lim
X^U

1.

Указание. Воспользоваться неравенством

sin X X X ”2
169. Найти пределы;

а) 11т —

в) 11т 
х-О

д) 11т

ж) lim
х^О X

X
sin X
sin znx
sin ЛХ

1 — cos 2x

tg-^

б) lim
Х-.0

г) lim
л^О

е) lim
х-О

з) 11т

sin 5x
dx

1 — cos X
X2

sin2 X
3x2 ’

tg--v
X

и) Ит x-ctgx,
х-О

к) lim

л) lim
Х-.0

arcsin X
X

х-о ctg X 
arctgx

X
м) 11т
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170. Найти пределы:

а) Нт -
+со

со)

в) lim
00

2х + 3
х + 2 ’

д) lim ОС

X

1 — Х2 
хз

Х2+ 1

171. Найти пределы: 

а) Нт

в) lim

д) lim

ж) lim

л2 + 2л — 1
— л + 3

л + 2
Л2 — П

1
л+1

1
п

Х‘ - Зх -г 2

и) lim

:-.2 Х2 — 6Х + 8 ’

Х» — 1

Х"*  — 1 ’
172. Найти пределы:

у + 1 — 1

. . 1 
11111 ------------------- .

-+со 1—
б) 11т ■

X- .

— оо)

Х2
1 — Х2 ’

..... _EZ..
X + 1

г) Нт 
-«^+

е) Нт
ОС

б) 11m

г) lim

е) lim(^'

з) lim

а) lim

в) lim (К х^ — 4 + х),
•V-* —оо

|/ х2 —а2
д) lim

■^^+оо

173. Используя предел
/ 1 \п

lim

п 4- 1 
«2 — п + 2 ’ 

п'^ — л + 1
л + 2

1 

(я+ 1)!

1 
п\

к) lim

1 
X — 1 

хт — 1 
хп — 1

б) lim (j^x- — 1 — х),

г) НтСО.r^ +

Ух2 —4

X

е) lim
ОС

•2 — а-2 х).

= е = 718281828459045 2,72,
наити пределы:

f 2
а) lim П + ~J ’ 

f 1 \«+1в) lim ( 1 Н---- ) ,
\ я /

174. Используя предел

п/ 1 Х”
б) 11т Н----- J

,, ,, /2л + IV" г) lim ( —!— )\ 2/1 J-

lim
Х-.0

In (1 + х)
X

1
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(знаком In обозначим логарифм по основанию е\ такой лога­
рифм называется натуральным), найти пределы:

а) 11т
ж—о

в) 11т

In (1 -Н 2x)

in (1 + sin x)

б) lim
ж-о

г) Иш 
х-*0

In (1 — л)
X ’

In (1 + tgx) 
sin Xж-*0

175. Найти пределы:
а) lim Inx, 

■^”*4 “ оо
в) lim е',Л'-* —00б) 11т ё", 

■^“*4' 00

г) 11т ,
Х-*+  <х> Х-*  00

_L 
е) lim

оо
д) 11т е-"',

2^
ж) lim е , —00 з) 11т е 

•«■-*  +00
и) 11т00

176. Найти пределы: 
к

' ж-.0(ж<0) X ’
. , 2х 3в) lim ----- !---- ,
ж-2(ж<2) X — 2

д) Ит - ,

а) lim

в) lim

Ж-1(Ж<1) 1 — 
ж) 11т tgx,

к
х^й (ж>0) X

г) lim ---- —
ж-2(ж>"1 X — 2

е) 11т
ж-»1(ж>1)

з) Пт tgx.

б) 11т

г) lim

1
1 — Л-2 ’

177. Найти пределы:

а) lim
ж—0(ж<0)

___ 1_

г) lim е
ж—0(ж<0)

_i_

6) lim e ', 
ж-.0(ж>0)

в) lim In X, 
ж-О

д) 11т е 
ж-О(ж>о )

§ 12. Функции и графики функций
1. Область определения (область задания) функции. 
Область изменения (множество значений) функции. 

Четная и нечетная функции. Периодические функции.

178. Найти область определения и область изменения 
каждой из следующих функций:

а) у = КТ .2 б) у = 1
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в) 3' = I' X — 1, 
д) 3/ == к — 4 , 
ж) 3' =

и) Л'

с) У = К1 -- X >
е) У = |/ I X I ,

1
Х2 — 1 ’

к) у = 2х 1 — х'^.

з) =X
X —2 ’

X
Х2 — 1’

179. Найти область 
функций:

определения и область изменения

а) 3^ = 3-^, б) 3^ = е’^,

Xв) у = е'sin X г) 3^ = 6

а) у ==е

ж) J*

и) =

3^ - 3-^
2

3^ + 3--^
3-^ - 3-‘

л) 3/ == Ksin X — 1,

н) 3/ = Y arccos |/2х ,

180. Найти область 
функций:

а) З' = Ig sin X,
в) 3^ = + л: + 1),
д) у = artg —, X
ж) з> = ) sin XI,
181. Указать, какие 

четными:
а) у = х2 + IX
в) У = cos Зх,
д) у = х^ + с, 
ж) у = 1 sin X |,
и) У = л:® — X,

2_
X- ’л) >- =

е) 5^ =

з) >

3^ + 3--*  
2

3^-3--^
3-^ + 3--^

к) У = Sin ,2

м) = 2 arcsin 2

о) у = 2 arctg(x + 1). 

определения и область изменения

б) у = Ig (x^ — Зх + 2),
г) y = lg(—+ X—1),
е) у = sin 1 X I,

3) У = Klg cos 27ГХ .
из перечисленных функций являются

м) 5-

б) у = x^ + X,
в) У = sin Зх,
е) у = sin 1XI,
3) У = кх,
к)У=—,X

1
X"-— 1 '
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182. Указать, какие из перечисленных функций являются 
нечетными:

Xа) _у = х|х1,

3*  + 3--
У--------------2-------

д) 3^ = И1 -I,
ж) J/ = I In X I ,

б) у = sin

3-^ — 3-""

и) у = е

л) У =
н) у = igmx, 
п) 3/ = arcsln znx, 
183. Доказать, что функция

Х2 — 1’

г) У--------2-----
е) у = In |х|,

1
Х2-Ь 1’

к) 3/ = arcsln IX li 

м) 3/ = хе

o) у = arctg|x|,
p) у = arctgmx.

з) у

У =
/(х) + /(— х)

2
является четной.

184. Доказать, что функция 
/(х)-/(-х)

2У
является нечетной.

185. Представить любую функцию /(х), заданную в ин­
тервале, симметричном относительно точки х = 0, в виде 
суммы четной и нечетной функций.

186. Найти периоды функций:

а) у = cos 2х, б) у = cos ,Ч. ’
в) = cos I/ 2 X, г) 3/ = 2sin (Зх + 2).
187. Являются ли периодическими следующие функции: 
а) у = 1 + cos'x + cos 2х, б) у = cos 2х + cos К 2 х.

2. Построение графиков функций

188. Как по графику функции y=f(,x) построить графики 
следующих функций:

а) У = /(л) -Н Ь,
y=-f{x),

л} V =
106

б) j' = /(x-a), 
г)

y = f{kx}.



ж) у — kf\m {x — a)] + b,
и)
л) 3^ = 1/(|л:|)|,

з) у = f{mx 4- л),
к) J' = l/(x)|,
м) у = _ ?1

189. Построить графики указанных ниже функций, проведя 
предварительно исследование их свойств по схеме:

а) область определения и область изменения;
б) наличие свойств четности и нечетности;
в) наличие свойства ограниченности;
г) наличие свойства периодичности;
д) точки пересечения графика функций с осями координат;
е) интервалы знакопостоянства функции;
ж) интервалы возрастания и убывания, максимумы и мини-

мумы, наибольшие и наименьшие значения функции;
з) поведение функции на границе области определения ее.

в окрестности точек 
асимптот.

разрыва и на бесконечности, наличие

а)
г) у = vS,

1
1 — Х2 ’

к) У = 3^ 

н) у = 4 sin —

ж) V =

б) _у = ах-,
\ k

Д) J' = —,
X

з) J = 1/ л ,

в) у = 4х 3, 
е) У ==

3 —

1
1 + х2 ’
3 —

и) у = |/Л ,

л) у = 3-^

о) у =1^1 — ,

р) = arctg—,
д:

м) J' = 3 sin 2x,

п) = —, 
X

т) — 4 .

Л 

1
с) У = ~

190. Найти область задания дробно-линейной функции

J' =
ах 6 
сх + d (arf — be =/= 0).

Найти точки пересечения графика этой функции с осями ко­
ординат, изучить поведение функции в окрестности точки 
разрыва и на бесконечности, найти вертикальные и горизон­
тальные асимптоты. Построить график. Построить график 
дробно-линейной функции по графику функции

1
^ = 7-

Построить графики функций
1 1 X — 1------ , V==------ .
X ' 1 — X ' X 1y =J' = - —, =
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а) V = —

г) J^ =

X

X- + 1
1

- i

\ , 1з) 3? = X Н-------,

б) в) у =

д) > = —

191. Построить графики функций: 
1

Х‘ 1 
'1

Х2 — 1 ’

ж) У = X- -1----- .

192. Построить графики функций: 
а) У = |х| -1- 1, 
г) 3; = 2 1X I, 
ж)3' = — 1-^1 + 1, 
к) 3» = х + |х|,

1
Х2

е) V =

и) V = —

Х2 + 1
Х2 + 1

J_
Х2 '

в) 3^ = —|л|,
е) 3/ = 12х I,

з) У = 11 — IX II , и) х = 1x4-11+ 1х — 11,

б) ^ = |д:|- 1 I, 
Д) J' = I — I,

л) 3/ = I X I — X
2

, м) v = 1х|
X

193. Построить графики функций:
б) у = х^- — 21XI -Ь 1,
г) 3' = (5-|^|) (-^+1)- 

1 

ГЫ ’
■ хГ^, 

е) з/ = хГ |х|.
194. Построить графики функций;

1£1
б) 3^ = 3 ,
д) у = I slnx|, 

I X I — X

I. а)з^ = |х2 —1|,
в) 3/ = |х^ — 3|х| -1-12|,

в) У = К 2рх,, 

Д) З' = И >

б) > =

г) у ==

а) _у = 31^1,
г) 3^ = sin IXI,

ж) у == sin (IXI + х), з) 3/= sin

к) jV = lgl-^|. л) J' = |lg-^h
195. Построить графики функций;

б) у = 2 cos.X 1
2

в) _v = 2 sin 2

в) J = — cos 2х,
/ \\ ----- )>\ J

л) 3/ = 3 sin 2х + 4 cos 2х,

1-^1 
в) = Ig X , 
е) 3/ = |sin|x||,

, и) 3/ = sin

м) V = |lg||x||.

X

г) З' = sin л + cos X,

е) 5'= tg-^ + 1.
2

196. Построить графики функций:

а) у = X sin X, б) 3^ = sin — ,1
X

I
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1в) V = X sin — , 
X

д) = 3^ sin X,
_ -L

ж) = 3
1

,л>-1и) у = 3-

л) У =

н) 5^ =

3^ - 3"
2

3^ + 3--^ 
3"^ - 3-^

п)37 = е-^

-1
с) У =

г) = 3“* sin X,

е) J/ = 3-^, 
X—1

з) 5' = 3

^<) y =

1М) j; =

3"^ + 3-^ 
2

3^ - 3"^
з-^ + з-"

о) J/ =

р) J7 = 
1 

л—1т) = е
197. Построить графики функций:
а) _у = х2(х>0), б) 37 = (х — 1)2 (х> 1),
в) = х2 — X + 1 (х > 1), г) X = — х2 {х^ 0).

198. Построить график функции j/ = slgnx, определяемой 
следующим образом:

О
sign л: =

199. Доказать, что

— 1 при X 
о при X = о 
1 при X 0.

|л| =^-SignJC.

2qo. Построить графики функций: 

а) j = slgn|x|, 
в) _v = sign (2х — 1), 

д) У = sign КТ,

б) J/ = sign З-',
г) у = sign (sin х),

е) _v = slgn— ,

з) у = sign Х^ — X^ + ,

к) J'=slgnlgx.

1ж) у = sign (х2 — 4х 4- 3),

и) 5» = sign (х2 + X + 1),
201. Построить график функции у = Е (х), где Е {х)~
целая часть" х, т. е. наибольшее целое

4

п
восходящее %.

число, не пре-
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202. Доказать, что функция
у = X — Е (л)

ограничена и имеет период, равный единице. Построить 
график этой функции.

3. Прямая и обратная функции

203. Как связаны между собою графики прямой и обрат­
ной функций, например, графики функций

У = и у = log^x?

I
i

204. Найти обратную функцию для данной функции 
построить графики обеих функций на одном рисунке:

и I

а) у == ах,
г) J' = 10g3X,
ж) == arctgjc.

б) у/ = Кх,
д) у/ == аге sin X,

з) У^ = — .

ъ) у = х^, 
е.) у = arccos х,

X

в) у

205. Построить графики функций:
б) у = аге sin X (sin х), 
г) у/ = аге cos (cos х),
е) y/ = arctg(tgx),
з) У' = cos (arc sin х}.

б) + 2у/ = 1, 
г) = 1,
е) = 2рх,

а) У^ = sin (arc sin л), 
cos (arc cos л),

Д) y^ = tg(arctgjc),
ж) у/ = sin (arc cos л),
206. Построить графики функций, определяемых следую­

щими уравнениями:
а) № И- у^2 = 1,
в) —У'^ = 1,
д) ху = 1,

ж) у'2 = л:^.

4. Геометрическое истолкование уравнений и систем 
уравнений

207. Найти решения следующих систем уравнений и дать 
геометрическое истолкование систем уравнений и их ре шений:

х:-Ьу/ = 5,
X — у = 1;

X 4- V = 3, 
2х + 2у/ = 6; 

У' = 
х= 1.

а)

в)

д)

л: -Ь_у = 0, 
. — У' = 0; 
'2% — у; = о, 
.4% — 2у’ = 0;

X — у*  = 1, 
2х — 2у/ = 3;

б)

г)

е)
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208. Найти решения следующих систем уравнений и дать 
геометрическое истолкование систем уравнений и их решений;

X =У^
j' = i;
у = х2,
д =5'2;
х2 — _у2 = 1,
5^ = д;
У-х2=1,
5*  = д;
|5'1 = Д2>
X = 1.

a)

в)

д)

ж)

и)

j/ = l;
+ >^ = 1,

J/ = д;
№ + _у2 = 2,

= 1;
л2 — _у2 = 1, 
у = х;

— J/2 = 1
х-^- + 1-

б)
i2

г) {

е)

з)

к)

§ 13. Комплексные числа
1. Определение комплексного числа. Алгебраическая форма 

комплексного числа

Комплексными числами будем называть упорядо­
ченные пары вещественных чисел (а, Ь), для которых поня­
тие равенства и правила действий определены следующими 
аксиомами;

1. {а, Ь) = {с, d) тогда и только тогда, когда^// =\с~:'Ь'= d-,
2. (а, Ь) -Ь (с, d'j^ia + с, й -р d}-,
3. {а, Ь} {с, d) = (ас — bd, ad -р be},

и для которых имеет место аксиома
4. (<2, 0) = а (аксиома, определяющая связь между ком­

плексными и вещественными числами).
Комплексное число (а, Ь), b^Q, называть мни­

мым числом. Мнимое число (0, Ь} бу]\у№ называть чисто 
мнимым числом.

„больше", 
чисел не определяются.

Пару (0, 1) будем называть мнимой единицей и обоз­
начать через i, так что

Понятия меньше (>1 <) для комплексныхU

Докажем, что
(0,1) = /. (1)

/2= - 1. (2)
Имеем

/2 = /./ = (0,1) . (0,1).
Согласно аксиоме 3,

(0,1) (0,1) = (0.0- 1-1, 0-1 + 1.0) = (-1,0),
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(3)

(4)
(5)

откуда, в силу аксиомы 4, получим
(0,1) (0,1) = -1, 

что и доказывает равенство (2).
Легко убедиться, что

(й, Ь) == (й, 0) + (0, Ь), 
{Q, 0) (0, 1).

Из (4) и (5) следует:
(й, Ь} = {а, 0) + (0, Q) + {,b, Q) (0, 1).

Применяя аксиому 4 и используя обозначение (1), получим:
(й, Ь} = Ы. (6)

В дальнейшем выражение вида а + Ы называть ал-■ „ л „'.Ч. л _ .4. -------------------- ! кЧ
числа а и Ь называются соответ-

г ебраическо'й формой комплексного числа (й, Ь). При 
этом вещественные 
ственно вещественной и мнимой частями комплекс­
ного числа й -Ь Ы. Выражение вида Ы, Ь 
алгебраической формой чисто мнимого числа.

2. Геометрическая интерпретация комплексных чисел. 
Модуль и аргумент комплексного числа. Тригонометрическая форма 

комплексного числа

однозначное соответствие междуУстановим взаимно
множеством всех комплексных чисел

Z = X + yi (7)
и точками плоскости хОу (рис. 28). Для этого сопоставим 
комплексному числу г = х+у>' точку 7И (х, j/), координатами 
которой являются соответственно вещественная и мнимая 
части этого комплексного числа.

У

у

о

___ ^М(К.У)

I
II__ 1-----X X

Рис. 28.
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Таким образом, комплексные числа (7) изобразятся точ-
ками на плоскости хОу, которую в этом случае будем назы­
вать плоскостью комплексной переменной. При этом числу
О = О-ЬО*г  будет соответство­
вать начало координат, веще­
ственные числа изобразятся точ­
ками оси Ох, чисто мнимые чис­
ла — точками оси Оу. Оси Ох 
и Оу называть соответст­
венно 
осями.

Комплексному числу z=x-\-yi 
можно поставить в соответст­
вие вектор ОУИ с началом в точ­
ке О (0,0) и концом в точке 7И 

у) (рис- 29).
Вещественное неотрицательное число

вещественной и мнимой ■у
"л

I
IIJ____X

Рис. 29.

F .^2 4- у 

называется модулем комплексного числа z = x+yi 
начается | z | , так что

,2 (8)
и обоз-

(9)I г I =z 1/^2 +

У

о

У

X

Модуль комплексного числа z = x+yi равен длине соот-
ветствующего ему вектора ОЖ (рис. 29). В частности,

1 о I =0, 1 г I = 1, I —г I = 1.

j<
ii

Если 2 о, то угол ср, образованный вектором ОМ. с по­
ложительным направлением оси Ох и определяемый соотно­
шениями

coscp =

Slntp
1^x2 -Ь

X

1^x2 -Ь 3'2

(10)

5

называется а р г у м е н т о м комплексного числа 2 = x-Hzy и 
обозначается через Arg г, ср = Arg z. комплексного
числа Z определяется с точностью до слагаемого, кратного 
21:, вследствие 2т:-периодичности функций coscp и sincp. В ка­
честве аргумента обычно выбирают значение ср, удовлетво­
ряющее условию

---- TZ (11)
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Это значение аргумента называется главным значением 
и ( 
муле

обозначается через arg2. Тогда Arg2 определяется по фор-

(12)Arg2 = arg2 Д 2kr. {k = О, +1, +2, ...).
Имеют место следующие соотношения:

X = rcos4>, = rsin®, 
где г = 1 2 I . Поэтому

2 = X Д yi = rcos® Д rsincp-i

(13)

или
(14)Z — r (cos:p Д ZSin:p).

Эту форму комплексного числа z называть триго­
нометрической формой.

Два комплексных числа, записанных в тригонометрической 
форме, равны тогда и только тогда, когда их модули равны, 
а аргументы разнятся на число, кратное 2гг.

3. Сопряженные комплексные числа
Комплексное число х — yi называется сопряже21ным 

комплексному числу z = xy-yi и обозначается через г, так 
что

z = x — yi. (15)

Точки 2 и 2, изображающие сопряженные комплексные 
числа, симметричны относительно вещественной оси. Век­
торы, соответствующие сопряженным комплексным числам z 
и 2, тоже симметричны относительно вещественной оси.

Модули сопряженных комплексных чисел 2 и 2, очевидно, 
равны между собою, а главные значения их аргументов от­
личаются только знаком:

arg2 = — args, 
если Z не является отрицательным 
Если же Z О, то

вещественным
(16)

числом.

args: = args:
Имеет место соотношение

ZZ = 1 2 I или ZZ = + _у2.

(17)

(18)2

4. Арифметические действия над комплексными числами 
в алгебраической форме

1. Правило сложения
(^z Д bl) Д (с Д di) = zz Д с Д (Z^ Д d) i^
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2. Правило умножения
(а -р Ы) {с -Ь di) = ас — bd + {ad + be) I.

3. Правило вычитания
(а -Р 6z) — (с 4- й?г) = й — с -Р (Z» — d) i.

4. Правило деления
а -р bi 
с + di

ас + bd + (be — ad) i
+ d'^

5. Умножение, деление и извлечение корня из комплексных 
чисел в тригонометрической форме

Пусть
■2^1 = (coscpi + Zslncpi) и ^2 = Г2 (cos Cf>2 + ^Slncp2)-

Тогда
•Z2 = г^‘Г2 [cos (ф1 + <Р2) + i sin (cpi + уг)]. 

= — [cos (cpi — ?2) + г sin (ср, — «Рг)],Дг
2^2

(cos tp-р г sin <р)" = cos «<р + Z sin/г <р (« — целое число)
(формула Муавра),

п —

|/^ =

Га

cos + i sin
\ п

(к = 0, 1, 2, .... /г- 1).

+ ‘ikn ср + 2ftjt
л

*
1 *

209. Вычислить z" , где п ~ произвольное целое число.

1 4

г,числа

210. Вычислить (1 + i)-^.
211. Найти все числа, сопряженные своему квадрату.
212. Найти мнимую часть числа z, если известно, что 

Z= Z-
213. Найти зависимость между а, Ь, с, d, если

{а + Ы} {с — di) = (а — Ы) {с + di).
214. Дать геометрическую интерпретацию сложения ком­

плексных чисел, сопоставив каждому комплексному числу
= а-(-Ы вектор ОМ, начало которого совпадает с началом

координат О, a конец есть точка УИ (а, Ь).
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если215. Как изменится положение точки г, если к ней при­
бавить данное комплексное число а? Какое преобразование 
плоскости описывается равенством ш = 2 + а?

216. Какое преобразование плоскости описывается равен­
ством

ш = az, 
а ~ вещественное число? I

217. Найти геометрическое место точек, изображающих 
комплексные числа, которые удовлетворяют условиям;

а) I Z 1 =<2,
г) 2
ж) I г — г J

в) I Z I
е) I г — гJ

б) I г I < а,
4, д) I 2 — г J = а,
> а, з) 2 < I г — i <4.

218. Найти геометрическое место точек, изображающих
комплексные числа, которые удовлетворяют условиям;

I z I a,

а) arg г = тс,
> 5я

4 ’

6) arg z = 0, b) аг§г = -
4̂ ’

r) arg2= Д) ■7<arg2
4 3 ’

\

2
arg 2b 2’ I

ж) I arg г i 7Г и I z 1 1, з) I arg г I 71 -I — и 1
6

I г i <2.

219. Доказать тождество
2|xH + 2|jvH=l-« + j'l^+ —

Выяснить, какой геометрический смысл имеет это тождество. 
220. Доказать неравенство

I -^1 + -^2 + ■■■ Д I I I + I -’<^2 I + ••■ + I I , 
где л'1, Х2, ..., — комплексные числа. Выяснить, ;
геометрический смысл имеет это неравенство.

221. Доказать тождества;
а) I I = I i • I Лз I • ... • I I ,
б) I х" I = I л I ",

в)
г) arg(xi • Хз • ... • x„) = argXt + arg Хз -В ... -В argx,
д) argx" = /zargx,
е) arg-= argx —argy.

I 1-^1
I ij'l ’

n>

какой

У

222. Где расположены точки, изображающие комплексные 
числа вида z = cos а — i sin а. ?
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223. Где расположены точки, изображающие комплексные 
числа вида 1+2г при условии, что | г | =1?

224. Найти геометрическое место точек, изображающих 
комплексные числа, которые удовлетворяют условиям:

Z + Z

2

225. Даны п комплексных чисел
•,, = гДсоз ср;^ + / sin cps) (А = 1, 2, tiY

Доказать, что
ZVZ2'...-Z„ = r^ ■ Г2

+ 1, б) i аг§(г— 1) —argz | =а) 1 г — г I =
2

г,

..•rjcos (cp, + CP2 + - + ?„) +
4- i sin (<P1 + ®2 + ••• + ®J1-

226. Дано комплексное число
z = r [zQZ cf> + i sin ср) 0.

1

ГЗ + / 
2

J,(1+O\(1-OS (^•1—/Кз
1 H- i )•

j

Доказать, что
г" = г" (cos л ср + г sin л ср) (л — целое число).

227. Вычислить

(1+/КЗ)®, (

228. Найти (1 + cos я + z sin я)".
229. Используя формулу Муавра и формулы сокращенного 

умножения, найти выражение для cos 2 я и sin 2 я, 
sin Зя через sin я и cos я.

230. Используя формулу Муавра и формулу Ньютона о 
возведении двучлена в натуральную степень, найти выраже­
ния для cos 6 я и sin 7 а через sin я и cos я,

231. Доказать, что если 2cosa = 2-b—,

cos 3 я и

1

I
£
z'^ ■

= г" + ,-7i

2 cos ti!}.=то
2

ср sin^ ср + COS""^ cf> sin^cpH- ...■n—‘.

232. Зная, что 2 = cos я + z sin я, найти тригонометриче­
скую форму для 2 и 2-.*

233, Доказать тождества:

cos /г ср = cos"cp — COS'
п

(—1)2 sin" ср (« — четное)
Л —1

( — 1) 2 Л COS Ср sin""’'ср (п — нечетное).
... +
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... + ср (« — четное),

sin «<p = n cos”'’ sin cp “ С'з cos"~3 sin^cp 4- ...
n—2

( — 1) 2 n ZOS cp Sln"“'
n—1

(—1) 2 sin” cp («—нечетное).
234. Доказать, что функция Т„ (х) = cos (« arccos х} при п 

целом, большем 0, представляет собою полином «-ой сте­
пени относительно х.

235. Доказать, что 
через sin kx и cos Ах.

236. Доказать тождества:

cos X,П sin"x выражаются линейнои

COS X + cos 2х + ... + cos пх =

пх 
sin—— cos

nx
sin sin

sin X -K sin 2x ... + sin nx =-----------

n + 1
2

sin —
2

. Л-Т- 1
2

X 
sin-—

2
X

2

2

п

2^1. Вычислить ]/1 .
238. Как расположены на плоскости точки, изображающие 

корпи п-ой степени из 1?
239. Найти сумму всех корней «-ой степени из 1.
240. Вычислить

j/z, J/ — z,|/14-z, 1/1 — i, i/l , 1, 1/4, j/—4.

241. Найти все 
условию

комплексные ”исла, удовлетворяющие

= Z.

242. Доказать тождество
1..
4-- ■ -

= x" -К x"-^ ■+ C8 x”-^ + ... + x”-'".

М(х + 1)" + (X + ir + (X - 1)" + (X - /)"] =

где /и — наибольшее целое число, кратное 4 и не нревосхо- 
дящее п.

2^"^. Найти суммы:

51 = Со + С4 + С« + ...;
52 = q + C6+C«+....
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244. Зная разложение на линейные множители для много­
члена л"—1, написать разложение на линейные множители 
для многочлена

.n

„сопряжения u комплексных

X — а.

245. Доказать, что если z есть комплексное число, сопря­
женное с комплексным числом z, то zz, 2-г — веществен­
ные числа.

246. Доказать, что операция 
чисел обладает свойствами:

1. а + р = а + р.
2. а • р = а • р.

3.

r

а
К

4. «J 4- 2  4- ... -Ь % = 4“ ^2 + ••• + %•*

5. «1 • «2 ■ ад ... а„ = aj - ао .

6. а" = а," .

247. Доказать, что если
Р (z) = a^^z'^ 4- 4- ... 4- й^.7-1 4-

есть полином от z с вещественными коэффициентами, то^ 

'^=Р(^У
248. Доказать, что если уравнение

Р (х) = dQx'^ 4- d^x’'^ 
с вещественными коэффициентами d^, d^.

'n ■1 • • a,'/г*

’ 4- ... 4- dn—x Л- — Q

- - -- 
плексный корень jc = a4-Z)z кратности k, то оно имеет и 
сопряженный комплексный корень x = d— Ы той же крат­
ности.

249. Доказать, что если

/(г)

'л имеет ком-

Р{г)
(?(г) ’

где P{z) и Q (г) — полиномы с вещественными коэффициен­
тами, то

=

250. Решить уравнения:
1. г2 —/ = 0.
2. х®=1 + гКЗ.
3. 4- 64 = 0.
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§ 14. Разные задачи

251. Доказать, что уравнение
+ ах + 1 = О

если а — целое ине имеет рациональных и целых корней, 
I О- I =7^ 2.

252. Определить, при каком значении р сумма квадратов 
корней уравнения

+ {р — 2) X + (р — 3) = О
принимает наименьшее значение, и найти его.

253. Доказать тождество

+ b'^ {x — a)(x — c) 
(b — a)(b — c)

=х-\а / Ь ф с).+

+(х — Ь) {х — с)
(а — Ь){а — с)

(х — а)(х — Ь) 
{с — а) {с — Ь)

25А. При каких значениях k корни уравнения 
kx- — (1 — 2k') X + k -—2 = Q

рациональны?
255. Доказать, что система

1 
>-т(л^ + л + 5) 

logv — л) == 1
1,

не имеет решений.
256. Определить функцию /(х), если при всех допусти­

мых значениях х имеет место равенство

257. Найти коэффициенты А, В и С разложения следую­
щих рациональных дробей на простейшие:

1 л ,
x^ — 1 X — 1 X Н- 1

1 Л , В
х'^(х— 1) Х“ X

1  А Вх -4- С
x^+l x+l Х^ — X + 1

258. Определить, не выполняя деления, делится ли поли­
ном — 2х^ — X -Ь 2 на полином x^ — Зх -Ь 2.

1.

2.

3.

A
X— 1

Л
x“

Л
X + 1

+

= ^ + —+
C 

x—i

+
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1

259. Вывести формулу квадрата многочлена 
{Рх + Й2 "Ь ••• + ?

260. Построить графики функций, заданных уравнениями;
1. X 2. У,2 _ ^.рх.
4. I I = I X — 1 I . 5. I л 1 + I 4^ I = 1.
7. л^+У = 1. 8. 4 + у = 1.

4

3. у^-==х\
6. I X I
9. л;2—у= 1.

Lvl =h

261. Изобразить в декартовой системе координат следую
щие области:

1. л + V — 1

2. У
X — I X I

2

1.

0.

3. >2
4. _ул: > 1.
5. log^ (log_,x) > 0.

262. Построить 
функций:

1. у = Сх.
4. J/ = С.

у су.
10. у = х® + С.

графическое изображение семейства

2. у = X 4“ С,
5. у = Сх^.
8. = (л — су, X

11. у = (х- су.
С.

3. X = С.
6. jT == + С.
9. = С^.

263. Из заданного семейства кривых выделить кривую,
проходящую через заданную точку:

1. = Сл2; Л1(1, 2).
2. j; = x2 + С; 7И(0, 1).
3. х2 + _у2 = С2; Л1(3, 4).
4. 3» = logo^ + С; УИ(1, 0).
5. j; = a^ + C; Л1(0, 1).

264. Исключить параметр t из параметрических уравне­
ний кривых; построить графики этих кривых;

X = г cos /,
J/ = г sin С 
л: = 2 cos t, 
у = sin t.

1.

2.

о t 2т:.

2т:.
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3.
X =

3t + 1
2Д'

X = t, 
у = /2. 
Л = 

y = t- 
3^ + 3-' 

2 

з' — з-^ 
2

265. При каких л заданная бесконечная

4.

5.

6.

-t

X
0 oo. I

y =

геометрическая 
прогрессия является убывающей и чему равна в этом случае 
ее сумма?

1. 1 4- X + л2 _р ...

I

Л + № — ...2. 1
3. 1 — л2 + л  — ...*
4. 1 + 2л + 4%^ + ...
5. 1 + Х2л

I"
266. Найти все значения а, при которых из неравенства

л

4
...

0 1

0.
следует неравенство

(«2 4- а _ 2) л2 — (а + 5) л — 2
267. Найти все значения а, при которых система

Г 2'’^ + (а+ l)Z?j/2 = a2,
1 (а — 1) л2 + J/2 = 1

имеет хотя бы одно решение для любого Ь {а, Ь, л, у', — ве­
щественные числа).

268. Найти все значения а, при которых система
г 21-^1 -Ь I л I =у; + л2 4-а,
1 Л2 + у/2 == 1

имеет только одно решение.
269. Найти все значения а, при которых система

f (л2+ 1)“4- (Й2+ 1)^ = 2,
1 <2 + йлу; -(- х-у = 1
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имеет хотя бы одно решение для любого Ь {а, Ь, х, у — ве-
шественные числа).

270. Найти все значения а и Ь, при которых система
xyz +
xyz'^ z = b,

= 4

имеет только одно решение {а, Ь, х, у, г — вещественные
числа).

271. Найти все значения а, при которых система
1№ — ау^ ==—(«+ 1)’^,
2 ' ■

х^ + ах^у + у'^х = 1

имеет хотя бы одно решение и всякое ее решение удовлет% 
воряет уравнению

X +_у = о
{а, X, у — вещественные числа).

272. Определить число корней уравнения 
а) б) 2^ = log2-^.

TTi. Решить уравнение 
x^ 

целая часть х (наибольшее целое число, не пре^
[х] = 3,

где [х] 
восходящее х).

274. Даны три утверждения.
1. Уравнение

, 1X Н— = аX
не имеет вещественных решений.

2. к а- — 4а + 4 = 2 — а.
3. Система

J X + у'^ = а,
I X — = — 3

имеет единственное решение.
При каких значениях параметра а два из этих утвержде, 

НИЙ верны, а одно неверно?
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275. Даны три утверждения;
1. Трехчлен

№ + X + а 
неотрицателен при всех х.

2. Функция
V = lOgsa-^ 

убывает (j/ здесь есть функция от л).
3. Система

f x~ + = a,
I у + COSA' = 2

имеет единственное решение.
При каких значениях параметра а два из этих утвержде­

ний верны, а одно неверно?

1
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РАЗДЕЛ П

ТРИГОНОМЕТРИЯ
I

§ 1. преобразование тригонометрических выражений

IjOcHOBHbie тригонометрические тождества

Будем называть тригонометрическим тождеством равен­
ство, содержащее тригонометрические функции числового 
аргумента, справедливое для всех значений аргумента, при 
которых правая и левая части равенства имеют смысл.

Основными тригонометрическими тождествами 
ваются

назы-

1. sin^a + cos^a = 1.

2. tga sin а
COS а

(определение тангенса).

COS а3. ctga=—;—(определение котангенса).
sin а

2. Таблица формул приведения

Углы

Функ­
ции

—а
тс
У а
(90° -а)

тс

(90° + а)
тс — а 

(180* —а)
тс+а 

(180°-Ьа)
3 
У’'-® 
(270°-а’О

3 
у 
(270° +а)

2тс — а 
(360’—а)

2к + а 
(360° +а)

sin —since COS a COS a sin (2 —sina —cos a —cos a —sina sin a

cos cos a sin a —sin a —COS a —COS a —sin a sin a COS a COS a

tg —tga Ctg a — etga — tga tga Ctg a —etge — tga tga

Ctgto —Ctg a tga — tgo —Ctg a ctg a tga —tga —ctg a Ctg a
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3. Таблица значений тригонометрических функций основных углов

Углы 
а

Функ­
ции

sin а

cos а

tga

Ctga

о 
(0°)

It
'б'

(30°)

TZ 
т 

(45°)

It 
т 

(60°)

It

(90°) (180°)

3

(270°)

211:
(360°)

О

1

о

не су­
ществует

2_
2

2

КЗ
3

13

Е?
2

Е?2 1 О -1 О

2 •2
О -1 о 1

1

1

13 не су­
ществует О не су­

ществует О'

КЗ
3 о не су­

ществует о не су­
ществ 
вует

4. Формулы связи тригонометрических функций 
числового аргумента

При преобразованиях тригонометрических выражений не
обходимо знать следующие (|)ормулы.

А. Формулы сложения и вычитания 
sin (а + р) = sin а cos + cos а sin р. 
cos (а + Р) = cos а cos — sin я sin р. 
sin (а — р) = sin а. cos Э — cos я sin р. 
cos (а — Р) = cos а. cos Р + sin я sin р.

tg а + tg (i
1 - tg tg ,3
Ctg a Ctg 3 — 1 

Ctg a + Ctg fi 

tg a — tg 3 
1 + tg a tg 3 

Ctg a ctg 3 + i .
Ctg a — ctg 3

tg(a + Р) =

ctg(a + Ю

tg (« - ю =

ctg(a-“^) =

(А. 1)
(А. 2>
(А. 3)
(А. 4)

(А. 5)-

(А. 6)'

(А. 7)1

(А. 8-)'

Формулы связи тригонометрических функций аргумента 
с функциями аргументов 2а и -j 

sln 2 а = 2 sin а cos а.
cos 2 а = cos^a — sln^a =1 — 2 sln'^ а = 2 cos^ а — 1.

а-

(Б. 1). 
(Б. 2),
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1

tg2a== 2tga
1 — tg»

(Б. 3)а

Эти формулы следуют непосредственно из формул (А. 1), 
(А. 2) и (А. 5) при р = а.

S1.. “
2

Sin -r=z±;|/^-

tg^= + T/l-<;.?£±
2 — r 1 + cosa

а COS —=
2

1 — cos a
2

1 + cos a
2

(Б. 4)

(Б. 5)

(Б. 6)

Формулы (Б. 4) и (Б. 5) получены из формулы (Б. 2), 
формула (Б. 6) получена делением (Б. 4) на (Б. 5). Знак 
перед радикалом в последних формулах выбирается в зави- 

а 
2'

Имеют место также удобные формулы выражения tg-^> 
в которых нет необходимости выбирать знак.

sin а
1 + cos а 

1 — cos а 

sin а

симости от того, в какой четверти расположен —.

2

а
tgo =

2

а
tg 7Г =2

(Б. 7)

(Б. 8)

Формулы выражения основных тригонометрических 
функций аргумента а через tg

Следующие формулы имеют исключительно большое зна­
чение в курсе математики, ибо они дают рациональные вы­
ражения sin а, cos а, tga, ctgа через tg-^ •

^■^4

через tg -

sin а = 2

l + ‘g^4
2

COS а =----------
1 + tg2-5

tga
2‘g-| 

a 

2l-tg-

(В. 1)

(В. 2)

(В. 3)
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ctg а (В. 4)
2tg Д

г. Формулы преобразования суммы тригонометрических 
функций в произведение

а — 3
2

а + 8
2

sin а 4- sin р == 2 sin

sin a — sin P = 2 sin

cos a 4- cos P = 2 cos

cos a — cos p = 2 sin

а4-3
2

° — Э
2

4- 3
2

at 4- 3
2

cos

cos

cos

sin

— -J
ч

2

(Г. 1)

(Г. 2)

(Г. 3)

(Г. 4)

Эти формулы могут быть получены из формул (А. 1) и (А. 2).
Преобразования сумм тригонометрических функций в произ­
ведение полезны для вычисления различных тригонометри­
ческих выражений с помощью таблиц логарифмов.

Из формул (А. 1) —(А. 4) следуют формулы;

tg® + tgp

tg а - tg р =

ctg а 4- ctg р =

ctga —ctgP =

sin (а + Э) 
COS а COS р 

sin (а — р) 
COS а COS Э

Sin (а 4- 3) 
sin а sin Э 

sin (Э — а) 
sin а sin Э

(Г. 5)

(Г. 6)

(Г. 7)

(Г- 8)

7?. Формулы преобразования некоторых проазведений
тригонометрических функций в полу сумму 

или полуразность

sin а cos р =

cos а COS Р =

sin asln Р =

sin (а 4- 3) -+- sin (а — -4
2

COS (а 4- 8) 4- cos (а — 4

cos (а — Р) — cos {а 4- ₽)
2

(Д. 1)

(Д. 2)

(Д. 3)

Эти формулы могут быть получены из формул (Г. 1),
(Г. 3) и (Г. 4).
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§ 2. Тригонометрические уравнения

1. Определение тригонометрического уравнения. Простейшие
тригонометрические уравнения

Будем ■называть уравнение
если выполнены три условия:

Г. Неизвестные находятся только под знаком тригоно­
метрических функций.

2. Аргументами тригонометрических функций являются 
линейные функции от неизвестных.

3. Над тригонометрическими функциями 
только алгебраические операции.

тригонометрическим,

выполняются

fI
4

Пример 1. Указать, какие из перечисленных уравнений 
являются тригонометрическими.

1. sin (Зх + 1) = cos (5х — 7).
2. sin (х2 4- Зх — 2) =-i.

2

I

1
I

3. tg(x + -^ ) = ctg(x — 3).

4. cos(2x ——
\ 2

5. ctg(2x —1) • tg(2x1) = 1.
6. Ig (cos x) = 0.
Решение. Уравнения 1, 3 и 5 являются тригонометри­

ческими. Уравнения 2, 4, 6 не являются тригонометриче­
скими, т. к. в уравнениях 2 и 4 не выполнено условие 2, 
в уравнении 6 не выполнено условие 3.

Тригонометрические уравнения имеют бесчисленное мно­
жество решений, определяемое

• sin — = 0. X
1

т. к.

некоторыми формулами.
Множество решений тригонометрического уравнения может 

; быть пустым.

1

Пример 2. Определить, почему следующие уравнения 
не имеют решений:

slnx -Ь cos X = 1,5.
. . . 1

. 4 ■

sln®x -Н cos®x = —.
8

sec^x -1- cosec^x = 2.

1.

2.

3.

4.

sln^x + cos^x = —

sln®x + cos®x = —
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(

5. tgx + ctgx = l.
6. sin л + cosec л = — К2.
1. sec л + cos л = Кз.
8. sin 7х + cos 15х + sin 19х = 4.

I

Указание. Уравнения 1, 2, 3, 4 не имеют решений в 
силу справедливости неравенств:

1. I sin X -Ь cos X I
2. -i

2

3. -
4

4. sec2x + cosec^x

sln^x + cos^x

51п®л + COS®X

К2.
1.

1.

4.

Уравнения 5, 6 и 7 не имеют решений в силу справедли­
вости неравенства

2.

I sin a Iт. к. I sin а I < 1 и
1, т. е. левая часть уравнения не может превы-

Уравнение 8 не имеет решений, 
1 cos а I <' 

шать трех.
Докажите справедливость неравенств 1—4.

Простейшими тригонометрическими уравнениями бу­
дем называть уравнения sin х = а, cosx = a, tgx = a, ctgx=a.

Рассмотрим решение этих уравнений.
1. slnx = a.
При 1 а I 1 имеет место формула 

Х/, = (— l)''arcsln а те^ *.
2. cosx = a.
При I а I < 1 имеет место формула 

х^ = + arccos а -Ь 2 те 
х^ = arctg а + т:к.3. tgx = a.

4. ctgx==a. Xj = arcctg я + те

Здесь и в дальнейшем к—О, ±1, +2......... если нет никаких допол­
нительных указаний.
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2. Классификация тригонометрических уравнений

Общий метод решения тригонометрических уравнений 
состоит в сведении данных тригонометрических уравнений 
к простейшим. В связи с этим задача классификации три­
гонометрических уравнений состоит в отборе того или иного- 
числа типов уравнений, способы сведения которых к простей­
шим одинаковы. В силу того, что способы решения тригоно­
метрических уравнений чрезвычайно разнообразны и рацио­
нальность решения зависит от специфики уравнения, никакую 
классификацию тригонометрических уравнений нельзя назвать 
абсолютно полной.

В рассматриваемых далее типах тригонометрических урав­
нений мы преследуем цель показать наиболее часто встре­
чающиеся приемы решений.

Тип 1. Уравнения вида
Т (ах + Ь)=Т (сх 4- flf),

где Т — знак любой из тригонометрических функций, при­
водятся к простейшим перенесением всех членов в левую 
часть уравнения, преобразованием полученной разности в 
произведение и приравниванием нулю каждого из множителей.

Пример 3. Решить уравнение 
sin 7л = sin Зл.

Решение.
sin 7л — sin Зл = 0;

1. sin 2л = 0; л(}) = —.« 2
2. cos 5л = 0; л<2’ = — (2k + 1).

2 sin 2л cos 5л = 0.

10

Тип 2. Уравнения вида
Т (ах + Ь}= (сх + d).

где Т и — знаки кофункций, приводятся к типу 1 пре­
образованием 

Т(ах+ Ь}= Т(^

Тип 3. Уравнения вида
/[7'(ал-Ь 6)] = 0,

7t— сх — d

vjifi. знак /—характеристика алгебраических операций над 
функцией Т, т. е. уравнения алгебраические относительно 
тригонометрической функции некоторого аргумента.
9* 131
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с последующим

I

Решение уравнений этого типа сводится к решению ал­
гебраических уравнений с последующим приравниванием 
Т (ах + Ь) корням алгебраического уравнения.

Пример 4. Решить уравнение
2 sin^x 4- sin X — 1—0.

Решение. Это уравнение квадратное относительно sinx.
Решая его, найдем slnx= —1 и sinx = -^.

I

Ответ: + 2 r^k,

К уравнениям типа 3 приводится большое число тригоно­
метрических уравнений.

Тип 4. Однородные уравнения, т. е. уравнения вида
а sin X 4- Ь cos х = 0,

а sin^x 4- й sin X cos х 4- с cos^ х = 0,
приводятся к алгебраическим (тип 3) относительно tgx деле­
нием двух частей уравнения на cosx и cos^x соответственно. 
Эта операция приводит к равносильным уравнениям, т. к. те 
значениях, при которых cosx = 0, не являются корнями 
исходных уравнений.

,2

Пример 5. Решить уравнение
3 sin“x + 2 sin X cos X — cos^x = 0.

Решение. Разделим на cos^x; получим:

3 tg^x + 2 tg X — 1 == 0;
1
3'

tg-« = — 1 И tgA- = -

Ответ: л<')=—
4

= arctg —Н
( 43

1

132



1

I

К уравнению типа 4 приводится уравнение вида 
а slп^x + Ь sinx cos х + с cos^x = d,

если переписать его в виде
а sin^x + Ь sin X cos х + с 

и привести подобные члены.

J

d (sin'<.v + cos^x)

Пример 6. Решить уравнение
sin X cos X — cos^x = 1.

Решение. Перепишем уравнение в виде 
sin X cos X — cos^x = sin^x + cos^x 

и приведем подобные члены
sln^x — sin X cos X + 2 cos^x = О (: cos^x). 

tg^x — tg X + 2 = 0.
1 +

2

S

tgx =

Ответ; Решений нет.

t

I

Тип 5. Уравнения вида '
/ |sin(ax + &), cos (ax + ^), tg(ax+Z>), ctg( ax + Z’)| = 0, 

где знак у—характеристика алгебраических операций над 
тригонометрическими функциями одного 
мента.

I ... - .
уравнениям типа 3 выражением всех тригонометрических 
функций через одну.

Если /— характеристика только рациональных операций, 
то уравнения типа 5 приводятся к рациональным алгебраи­
ческим уравнениям с помощью подстановки

ах -4- Ь
2

Всякое действительное решение такого уравнения /,■ дает 
серию решений тригонометрического уравнения

ах + Ь = 2 arctg -В 2 ktz.
При помощи подстановки (1), которую будем называть 

универсальной, могут быть найдены все решения тригоно­
метрического уравнения за исключением решений вида
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ал + Z) = (2Л + l)i:, при которых tg ax + b не определен. На­
личие или отсутствие таких решений проверяется непосред-

2

ственно подстановкой в уравнение.

Пример 7. Решить уравнение

(cos X — sin л) ^2 tg X -Р ■ 

Решение. Перепишем уравнение в виде 
(cos X — sin л) (2 sin л 4-1) -Ь 2 cos л = 0.

Используя формулы (В. 1) и (В. 2) (см. § 1) и обозначая 

tg - = Л 
2 

получим после преобразований
ЗМ + e,ta 4- 8Р — 2^ — 3 

(1 -Ь Р) (1 — /2)

1
COS X

или

)-Р2 = 0.

= Q

(3/2-l)(/2 + 2Z + 3)=0.
Xft = + v + 2’tA.Х, = ±-^+2кЛ.

У о о
2. + 2/+ 3 — о — вещественных решений нет.

1. 3/2 _ 1 =0; /

Тип 6. Уравнение
asln л + Z)cosx = с

явля&тся уравнением типа 5. Мы выделяем это уравнение 
в самостоятельный тип, желая показать различные приемы 
решения тригонометрических уравнений на его примере.

Первый способ. Решение при помощи универсальной под­
становки tg-^ = /.

2
2at

1 +
+ Ь (1 — t^}

1 +
= с

или
2й/ + Z? — = а + cf^.

(Ь — 2at + (с — 6) = 0.

Решая это квадратное уравнение, получим: 
а + И 

с -i- Ь/ =
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a

Решение данного уравнения есть
+ 1< а2 4- 1,2 — сз 

С Ь:iik = 2 arctg 

и & — с.при
При /) = — <; полученное квадратное уравнение обращает­

ся в линейное:
2at + 2Z> = О, t = — 

..т n__ 1.^ b - --
" ''a

Непосредственной подстановкой убеждаемся, 
b = ~c уравнение имеет решение вида 

+ 1) те.

Второй способ. Решение посредством введения вспомо­
гательного аргумента.

Перепишем уравнение в виде 
а , , Ь—■ ■ sin X + ——= 

Выбор знака перед корнем 
+ аУа^ + 
Замечая, что

х''^^ = — 2 arctg — + 2k'K.

sin X +

ЧТО при

знака
0.

перед

с
± / в2 + 1,2 ■

следует из условия

cos X =

из

ь 
а^ + Ь‘‘

1,
И

а 2
+ К + ^^

ь
± к 1

аК 1 и

I обозначим
= sin ср.cos ср и

а Ь
---- ■ -■ = COS ср И ----- ■ ... .-2:=:-
+ И «2 + 1>2 + |/ «2 + 1,2

т. е. введем вспомогательный аргумент ср по формуле 
, ь<Р = arctg — • 

а

Тогда исходное уравнение перепишется в виде
_____ с
± I<a2 + ft2

sin (% + ?) =

откуда

при с.2

л*  = (— I)*®  arcsln 

+ Ь^.

+ v:k — arctg — 
а

с
± |/ «2 + Ь'2
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третий способ. Решение при помощи выражения одной 
из функций через другую.

По формуле
cosx = + K 1 — sin^x

будем иметь ’ ' _____ _
aslnx+Z'Kl — sln-x = c. •' ■ ■ '

Это иррациональное уравнёние относительно slnx. Решая 
его обычным приемом, получим:

+ йК1 — sin2x = c — asinx.

I

Это уравнение распадается на два:

1. — sin'-x = c — aslnx при asinx<
2. — bV \ —sln^ X = с — а sin X при а sin х

c.
c.

удовлетворяющие

Возведя обе части полученных уравнений в квадрат, по­
лучим четыре серии решений, из которых необходимо ото­
брать серии, удовлетворяющие поставленным условиям 
aslnxVc.

Четвертый способ. Решение сведением рассматриваемого 
уравнения к однородному уравнению второй степени.

В этом способе, так же как и в предыдущем, необходимо 
вводить некоторые условия, при которых преобразования 
будут равносильными.

Возведем обе части исходного уравнения 
тогда получим уравнение, приводящееся к однородному:

sln'^x + ^аЬ sin X cos х 4- cos'- х = с~.
Э-то уравнение равносильно исходному в области

(а sin X + & cos х) с >-
Дальнейший ход решения очевиден.

в квадрат.

0.

* *

Решить уравнения:
276. (1 —2 sin х) sin X = 2 cos 2х — 1.

‘ill. sln^ X 4- cos^x — 2 sin 2x 4- sln^ 2x = 0.
278. sin^ X ■ cos x — cos® x • sin x = cos^ — ■

3
279. cos^ X (6 sln2 X — cos2 x} = cos x -(- sin^ x.
280. sin^6x 4-8 sln2 3x = 0.
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I

281. sec^ Л — tg^ Л = 7.
282. cos Зл • cos^ л + slh Зл • sin® л = 0.
283. (3 + 5 sin л • cos л — cos^ x)^ = 9.
284. 5 sin 2л + sin Л + cos Л = 1.
285. 5 (1 — sin 2л) — 16(sin л — cos л) + 3 = 0.
286. (1 + КЗ) sin 2л + (1 — КЗ) cos 2л = 1 + tg (^2л — 

2^1. К 2 sin 2л + 3 (sin л + cos л) = 4^2.
288. 3 sin л + sin f л + = 1 — 3 sin л • cos x.

5289. sln^x + соз'^л — 3sln 2л + — 81п22л = 0.
2

1290. sin л • sin 2л • sin Зл = — sin 4л.
4

291. sin (2x +

292. cos 2л • cos Зл = cos 5л • cos 6л.
293. 1 + 2 cos 2л + 2 cos 4л + 2 cos 6л = 0.
294. cos^ Л + cos^ 2л + cos^ Зл + cos^ 4л = 2.
295. sin X + sin 2л + sin Зл = 1 + cos л + cos 2л.
296. cos^ Л + cos^ (X ■—= Y.

ТС• cos i 2л-----
9. 4

(--7)
29297. sin'° X 4- cos‘° л = 4- cos^ 2л.
16 

4 

rf
299. 5 sin Л — 12 cos Л + 13 sin Зл = 0.
300. tg(1rctgл) = ctg(кtgл).
301. 3 tg (к tgл) + cos i" (tg Л + 4ctgл)] = 

= 3 ctg (4tc ctg л).
302. sin 2л + 3 cos 2л = a.
303. sin'  Л + cos  Л + sin 2л + fl = 0.* *
304. tg (fl + л) • tg (fl — л) = 1 — 2 cos 2л. 

cos (2x — a)
cos (X — a)

306. sln^ Л + fl sln2 2л = sin — •

298. |tgл + ctgл| =

305. (1 + k) cos X • = 1 + A cos 2л.

6
307. 81П®Л + СО8®Л = бг(81П^Л + С08^Л).

308. sin — + sin x = m sin — .3x Л 
2’*2

137



309. а sin 2л + sin (^2х — sin 6л = 0.

310. sec л + cosec л + sec л • cosec л = а {афО}.
311. Решить систему

3sin X • sln_v = —
4

tgx-tgj; = 3
312. Решить систему

3sln^л + sin2 у = —
4

Ол + 5»= 75'

313. Решить систему
sin л • cos J» = а 
cos л • 0035^= Ь 
(афО), Ь ф 0).

§ 3. Разные задачи

314. Решить неравенство

ctg л -+ sin л 
cos X — 2

0.

315. Решить неравенство
Г4я

sin у cos (тсл) /3
2

316. Найти tg
2 ’

если

Г7Г 7
Y И sin а + cosa = —2—

317. Найти tg5a и определить, в какой четверти распо­
ложен угол 5а, если

СОЗ а =

0< а

тс

318. Зная, что sin л + cos х = а, найти 
з1п^л + соз^л.

1
а 0.

319. Пусть

Найти sin (а + Р).
138

cos а. + cos р = а, 
sin а + sin р = Ь.



при

320. Вычислить cos 2а, если
tg2 а — а tg а. + 1 = о

a) 0°<
b) 45°

45°, 
:9о°.

а. < 

С
321. При каких значениях аир возможно равенство 

sin а + sin р = sin (а + р)?
а

О так, чтобы уравнение имело корни xi,2 = + —

f 
{

i

322. Что больше: tg2a или 2tga, если 0° < а < 45°?
323. Доопределить в уравнении ctg (/п cos 2кх) = КЗ коэф­

фициент/и > 0 так, чтобы уравнение имело корни xi,2 = +—,
6

и затем при найденном значении m определить все осталь­
ные решения этого уравнения.

324. Доказать тождество
tg 9° - tg 2Г - tg 63° + tg 81° = 4.

325. Доказать, что
tg® • tgP -1- tgp • tgy 4- tgy . tga = 1,

если

а + Р + 7=‘ 2

326. В каком треугольнике углы а и Р связаны соотноше­
ниями

3cos а + cos Р — cos (а + Э) = — ?
2

2,
"321. Показать, что

Sln^ й! + sln^ Ь + sln^ с
где а, Ь, с —углы остроугольного треугольника.

328. Пусть А, В, С — углы треугольника и С — его тупой 
угол. Доказать, что tg/l • tg5 < 1.

329. Найти те значения л, при которых функция
/(х) = sin X — cos^ X — 1

принимает наименьшее значение.
330. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

/(х) = а sin2 X + 6 sin X • cos х + с cos^ х.
331. Найти те значения х, при которых функция

/(х) = 2 cos^ X — 3 КЗ cos X — sln^ х + 5
принимает наибольшее и наименьшее значения.
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332. Решить уравнение
3 ■3
'l/ 1 +lgtgx + 1 — Ig tgx = 2.

333. Решить уравнение

4
log 1 (sln^ + 5 sin .г . cos X + 2)

~~ 9 ■

334. Решить неравенство

log,'Sin Л 2 log. sin X + 1.tg-^ tg Л
335. Решить неравенство

, /COS2 2x — Sin2 Xlogco^ (---------------- 2.

336. Решить неравенство

а'

1
,sin .r + 1

1
,sin

О,
— 1 1 — а

а

337. Решить систему неравенств
j (sin (1 Ctg3

( я sin2y 4-cos2 V arctg X arctg X.

338. Решить систему 

2'’»81n2./< 1.
■ у2 + V к 5 — X — 4 ———

2 (1 + Р Iog2 cos 2—jc)
= 0.

339. Доказать, что если a, S3 и у — углы произвольного 
остроугольного треугольника, то

sin а + sin р + sin у + tg а + tg 3 + tg у

340. 1. Найти все пары чисел х и у, которые удовлетво- 
р яют уравнению

cos X + COS_V + cos (х + у) = —

2. Найти все пары 
уравнению

чисел X и у, которые удовлетворяют

3
2

1 ' 
sin2 Л ;

1^sin^x + у + (cos^x + 1
COS2 X

12ч----sin у,2 2

2
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341. Найти все пары чисел л и у, которые удовлетворяют 
уравнению

tg^ X + tg\v + 2 ctg2 X • ctg2y = 3 + sin^ (л + у).

342. Найти все пары чисел а и Ь, для которых любая
пара чисел у + , у (^У # у +, удовлетворя­
ющая уравнению

п ТС

2

X + _v = а, 
удовлетворяет также уравнению 

tg-^ + tgy+ tgxtgy = &.

343. Решить неравенство 
(sin хУ°^^^ + (1 + ctg^ .

344. При каких а следующие неравенства не имеют ре­
шений:

1. а sln^л + 2 (а + 1) sin л + а — 4
2. (а — 1) sin^x 4- 2 (а — 2) sin л -Н а 4- 3

0.
о?



РАЗДЕЛИ!

ГЕОМЕТРИЯ

§ 1. Задачи по планиметрии

345. В каком отношении делит площадь правильного тре­
угольника прямая, проходящая через середину его стороны 
и составляющая угол а(0°<а<90°) с этой стороной?

346. В равнобедренном треугольнике отношение неравных 
сторон равно а-.Ь. Найти отношение площади этого треуголь­
ника к площади треугольника с вершинами в точках пере­
сечения биссектрис со сторонами.

347. В равнобедренном треугольнике высота делится на 
три части. Через ближайшую к вершине точку деления и 
через одну из двух других вершин проводится прямая. В ка­
ком отношении она делит сторону треугольника?

348. Прямая, параллельная основанию треугольника, делит 
его на равновеликие части. В каком отношении 
его стороны?

349. Найти отношения сторон треугольника, если известно.

,о а

делит она

ЧТО ОДИН из его углов равен 120° и что стороны его обра- 
арифметическую прогрессию.зуют

й

с
Рис. 30.

350. Стороны равностороннего тре­
угольника АВС (рис. 30) разделены на 
три равные части. Вершины треугольни­
ка соединены с некоторыми точками 
деления, как указано на рисунке. Выра­
зить площадь данного треугольника 
через площадь заштрихованного.

351. Вычислить катеты прямоуголь­
ного треугольника, зная длину с его 
гипотенузы и длину I биссектрисы одно­
го из острых углов.

352. Зная углы треугольника, опреде­
лить угол между медианой и высотой.

AD прямоугольника ABCD, в три раза353. Основание 
большее его высоты АВ, точками М и N разделено на три 
равные части. Найти АМВ 4- AN В -Ь /_ ADB.
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I

S

354. Определить площадь параллелограмма и длину его 
диагоналей, если даны острый его угол а и расстояния т и п. 
от точки пересечения диагоналей до неравных сторон.

расположенной внутри

Найти отрезок

основа-
и делящей ее площадь в отношении т: п

те

2

Найти радиус

355. Найти расстояние от точки, р ' , .
угла 60°, до вершины этого угла, если расстояния от данной 
точки до сторон угла равны т и п.

356. Треугольник с площадью 5 повернут вокруг центра 
тяжести на угол тс. Чему равна площадь общей части исход­
ного и повернутого треугольника?

357. Основания трапеции равны а и Ь. 
прямой, соединяющий середины ее диагоналей.

358. Найти длину отрезка прямой, параллельной основаниям 
трапеции и проходящей через точку пересечения диагоналей, 
если основания трапеции равны а и Ь.

359. Найти длину отрезка прямой, параллельной 
НИЯМ трапеции
(считая от верхнего основания, длина которого а, к нижнему, 
большему основанию, длина которого равна Ь}.

360. Меньшая диагональ трапеции перпендикулярна осно­
ваниям. Найти боковые стороны этой трапеции, если сумма 
противоположных острых углов равна ~ , а основания равны 
а и Ь.

361. Из точки М, отстоящей от центра круга на расстоя­
нии т, проведены к нему две касательные, 
круга, если расстояние между точками касания равно а.

362. На отрезке и двух неравных его частях построены 
полукруги в одну сторону от отрезка. По радиусам г и 7? 
меньших полукругов определить радиус круга, касательного 
ко всем полукругам.

363. Три равные окружности попарно касаются друг друга. 
Проведены еще две окружности, каждая из которых касается 
всех трех данных. Найти отношение радиусов этих окруж­
ностей.

364. Две окружности одинакового радиуса касаются внеш­
не друг друга и сторон угла величины а. Расстояния точек 
касания окружностей со сторонами угла до его вершины 
равны а и Ь {а < Ь). Найти расстояние между центрами окруж­
ностей.

365. Угол между общими касательными 
ностям, касающимся между собой внешним образом, равен <р. 
Длина отрезка касательной между точками касания а. Найти 
радиусы окружностей.

366. Два круга одинакового радиуса касаются друг друга; 
первый круг касается гипотенузы и катета прямоугольного 
треугольника, второй круг касается обоих катетов (длиною 
а и Ь соответственно). Найти радиус кругов.

Найти отношение радиусов

к двум окруж-
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внешне каса- 
друг к другу. Прямые, каждая из которых касается

367. Три круга радиусов г, 2г, 2г попарно
тельны ... ”.
двух окружностей, но не пересекает их, образуют треуголь­
ник. Найти высоту треугольника, которая опущена на боль­
шую высоту.

368. Точка D внутри круга радиуса R удалена от центра 
на расстояние а. Через эту точку проведены диаметр и две 
взаимно-перпендикулярные хорды, одна из которых образует 
угол а с диаметром. Определить площадь вписанного в круг 
четырехугольника, имеющего эти хорды диагоналями.

369. В сегмент, соответствующий центральному углу 2а 
круга радиуса R, вписан прямоугольник, основание которого 
лежит на хорде, стягивающей дугу сегмента. Найти отноше­
ние площади сегмента к площади этого прямоугольника, если 
его основание в два раза больше высоты.

370. Дан правильный треугольник. Из его центра описана 
окружность, радиус которой в три раза меньше сторон тре­
угольника. Площадь части треугольника, лежащая вне этой 
окружности, равна 5. Определить сторону треугольника.

371. Дан равнобедренный треугольник с основанием 2а и 
высотой h. В него вписана окружность, и к ней проведена 
касательная, параллельная основанию. Найти радиус окруж­
ности и длину отрезка касательной, заключенного между 
сторонами треугольника.

372. Равнобедренный прямоугольный треугольник вписан 
в окружность радиуса R. Найти радиус окружности, кото­
рая касается неравных сторон треугольника и данной окруж­
ности.

373. В круг вписан треугольник с углом а 
сторона АВ, равная стороне ВС, продолжена до пересечения 
в точке D с касательной, проведенной через вершину угла 
С. Найти отношение площадей треугольников АВС и BDC.

374. Найти расстояние от центра описанного около тре­
угольника круга до центра вписанного 
круга. Радиусы кругов R и г (R > г).

375. Около окружности описана равнобочная трапеция с 
боковой стороной Z, одно из оснований которой равно а. 
Найти площадь трапеции.

376. В ромб вписан круг, а в круг — квадрат. Чему равен 
острый угол ромба, если площадь квадрата в четыре раза 
меньше площади ромба?

377. Через две смежные вершины квадрата проведена 
окружность так, что отрезок касательной к ней из третьей 
вершины равен удвоенной стороне квадрата.
этой окружности, если площадь квадрата а кв. ед.

378. В круг единичного радиуса вписан правильный пяти­
угольник; взята точка F на дуге окружности между двумя

при вершине В,

в этот треугольник

из оснований которой равно а.

Найти радиус
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вершинами пятиугольника. Соединим эту точкусоседними
со всеми вершинами пятиугольника и обозначим соответст­
вующие расстояния: Xj, Xg, Xg, Х4, Xg. Доказать, что

х^ + Х,^ + х2 + х^ х^ = 10.

379. Вокруг равностороннего треугольника АВС описана 
окружность, и на дуге ВС взята произвольная точка М. По­
казать, что отрезок Л7И равен сумме отрезков ВМ и СМ.

380. Расстояние от точки 7И, взятой внутри треугольника, 
до сторон: X, у, д; соответствующие высоты равны: а, Ь, с.
Доказать, что

У
а 6 сь

381. Доказать, что квадрат биссектрисы внутреннего угла 
треугольника равен произведению боковых сторон без про­
изведения отрезков основания.

382. Доказать, что если в произвольном треугольнике 
ABCD провести внутренние биссектрисы, то точки пересе­
чения биссектрис углов Л и С с биссектрисами углов В и D 
лежат на одной окружности.

383. Доказать, что основания перпендикуляров, опущен­
ных из произвольной точки окружности на стороны вписан­
ного в нее треугольника, лежат на одной прямой.

384. Доказать, что во всяком треугольнике сумма расстоя­
ний произвольной внутренней точки до 
продолжений) не меньше меньшей высоты 
большей.

385. Доказать, что в прямоугольном треугольнике биссек­
триса прямого угла делит пополам угол между медианой и 
высотой, опущенными на гипотенузу.

386. Медианы треугольника взаимно-перпендикулярны. 
Доказать, что среди углов треугольника есть угол не боль-

4 шии arccos —.
5

387. Через точку Л, лежащую внутри угла, проведена 
прямая, отсекающая от него треугольник наименьшей пло­
щади. Доказать, что отрезок этой прямой, заключенный 
между сторонами угла, делится в точке Л пополам.

388. Из всех треугольников с общим углом при вершине, 
равным ср, и заданной суммой S боковых сторон 
угольник с наименьшим основанием.

389. Вписанная и описанная окружности некоторого четы­
рехугольника имеют радиусы соответственно г и /?. Дока­
зать, что

его сторон (или их 
его и не больше

треугольника

отсекающая 
что отрезок

найти тре-
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§ 2. Задачи по стереометрии

390. Плоский угол боковой грани при вершине правильной 
треугольной пирамиды меньше 90°, сторона основания равна 
а. Определить двугранный угол между боковыми гранями и 
площадь сечения пирамиды, проведенного через сторону 
основания перпендикулярно противолежащему боковому ребру.

391. Через одно из ребер основания правильной треуголь­
ной пирамиды со стороной основания а проведена плоскость, 
перпендикулярная к противоположному боковому ребру и 
делящая это ребро в отношении ш'.п. Определить полную

I

ребро в отношении т\п. Определить полную 
поверхность пирамиды.

392. Найти объем правильной треугольной пирамиды, у 
которой плоский угол при вершине равен а, а кратчайшее 
расстояние между боковым ребром и противоположной сторо­
ной основания равно d.

393. Вычислить объем правильной треугольной пирамиды, 
зная, что плоский угол при вершине равен а, а радиус окруж­
ности, описанной около боковой грани, равен г.

394. В правильной четырехугольной пирамиде сторона 
основания 3 дм, а высота 2 дм. Найти боковую поверхность 
усеченной пирамиды, отсекаемой от данной плоскостью, 
параллельной ее основанию, и отстоящей от нее на 5 см.

395. Найти боковую поверхность и объем правильной 
четырехугольной пирамиды, стороны основания которой а, 
а плоский угол при вершине а.

396. Сторона основания правильной четырехугольной пи­
рамиды равна а, двугранный угол при основании равен а. 
Найти площадь сечения пирамиды плоскостью, делящей по­
полам двугранный угол при основании.

397. Найти высоту правильной четырехугольной пирамиды, 
полная поверхность которой равна S, а плоский угол боко­
вой грани при вершине равен а.

398. В правильной усеченной четырехугольной пирамиде 
угол между боковой гранью и нижним основанием равен р, 
а стороны основания а и Ь. Найти ее боковую поверхность 
и объем.

399. Вычислить объем правильной пирамиды высоты h, 
зная, что в ее основании лежит многоугольник, сумма внут­
ренних углов которого равна а отношение боковой по­
верхности пирамиды к площади основания равно k.

400. Правильная «-угольная пирамида, сторона основания 
которой равна а, плоскостью, параллельной основанию, рас­
сечена на две части, равновеликие по объему. Найти площадь 
сечения.

401. Определить число сторон правильной «-угольной пи­
рамиды, объем которой в — раз меньше объема цилиндраЗп

п
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равной высоты, основанием которого является круг, вписан­
ный в основание пирамиды.

402. Основанием пирамиды служит равнобедренный тре­
угольник, равные стороны которого имеют длину Ь и состав­
ляют угол а. Боковые ребра пирамиды составляют 
высотой угол р. Определить объем пирамиды.

403. Прямоугольный треугольник с гипотенузой с и острым

с ее

углом а служит основанием пирамиды. Грань ее, проходящая 
через гипотенузу, перпендикулярна к основанию, а две дру-
гие наклонены к нему под углом р. Найти объем пирамиды.

404. Основанием пирамиды служит прямоугольник, две 
боковые грани ее перпендикулярны основанию, две другие 
боковые грани образуют с основанием углы а и р соответст­
венно. Определить объем пирамиды, если длина наибольшего 
из боковых ребер равна Z.

405. Основанием пирамиды служит ромб со стороной а и 
острым углом р. Двугранный угол при основании равен а. 
Найти объем и полную поверхность пирамиды.

406. Две треугольные пирамиды имеют общим основанием 
равнобедренный прямоугольный треугольник.

я

■?

fI

Высота одной 
из них проходит через вершину прямого угла, другой—через 
середину гипотенузы треугольника основания. Высоты пира­
мид равны между собою и равны высоте h, опущенной в 
треугольнике основания из вершины прямого угла.

плоскостью от

Найти 
объемы тех частей пирамид, которые получаются после уда­
ления их общей части.

407. Объем правильной треугольной призмы равен V, угол 
между диагоналями двух граней, проведенными из одной и 
той же вершины, равен а. Найти сторону основания призмы.

408. Через сторону основания правильной треугольной 
призмы проведена плоскость под углом а к плоскости осно­
вания. Определить площадь образовавшегося треугольного 
сечения, если объем пирамиды, отсеченной 
призмы, равен К

409. Основанием прямой призмы служит прямоугольный 
треугольник с катетами а и Ь. Боковые грани призмы пере­
сечены плоскостью так, что в сечении получился правиль­
ный треугольник. Найти его сторону и угол между плос­
костью сечения и плоскостью основания.

410. В кубе ABCDA'B'C'D' с ребром а проведено сечениеЛ П П'Г'' ,, Л' „ и.,;',.....через середины ребер AD и В'С и вершины Л' и С. Найти 
его площ.адь.

411. Доказать, что две плоскости, проходянгие через кон­
цы двух троек ребер куба, сходящихся в концах одной диа­
гонали куба, рассекают эту диагональ на три равные части.

412. В усеченном конусе длина диагонали осевого сечения 
равна а, образующая составляет с плоскостью основанияс плоскостью
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угол 
конуса.

в треугольную пирамиду 
вершине прямые. a боковые

пирамиду, боковое

а и равна Ь. Определить боковую поверхность этого 
онуса.
\j 413. В треугольнике даны стороны Ь и с и угол между ни­

ми а. Этот треугольник вращается около оси, которая проходит 
вне его через вершину угла а и равно наклонена к сторонам 
Ь и с. Определить объем тела вращения.

414. Боковая поверхность конуса, будучи развернута на 
плоскость, представляет собой круговой сектор с углом а и 
хордой а. Определить объем конуса.

415. В правильную треугольную пирамиду вписан шар. 
Найти радиус шара, если длина стороны основания пирамиды 
равна L и высота пирамиды равна h.

416. Найти радиус вписанного 
шара, если все ее углы при 
ребра равны а, Ь, с.

417. В шаре радиуса R из точки его поверхности прове­
дены три равные хорды под углом я друг к другу. Опреде­
лить их длину.

418. В правильную четырехугольную
ребро которой наклонено к плоскости основания под углом 
а, вписаны два шара, один из 
граней и основания пирамиды, а другой также касается бо­
ковых граней пирамиды и касается нижнего шара, 
отношение объемов этих шаров.

419. Под каким углом наклонена образующая конуса к 
основанию, если полная поверхность конуса в два раза больше 
поверхности вписанного в него шара?

420. В пустой конус с углом в осевом 
2я, обращенный вершиной вниз, 
налита вода, 
заполняет и ту часть конуса, которая находится под шаром). 
Найти высоту воды в конусе до и после 
дет из него вынут.

421. Отношению
вокруг него шара равно k. Найти отношение объемов этих 
тел. Выяснить, при каких k задача имеет смысл.

422. В шар радиуса R вписан конус с углом

; которых касается боковых 
а другой также

Найти

сечении равным 
уложен шар радиуса R и 

уровень которой касается шара сверху (вода

того, как шар бу-

высоты конуса к радиусу описанного

а при вер­
шине в осевом сечении конуса. Определить объем и полную 
поверхность конуса.

423. В усеченный конус, образующая которого 
длину I и составляет с основанием угол а, вписана сфера. 
Найти объем и площадь боковой поверхности конуса, ок­
ружность основания которого совпадает с окружностью 

а вершина находится

имеет

I

1

I и составляет с основанием 
и площадь боковой поверхности 

которого совпадает 
касания сферы и усеченного конуса, 
в центре сферы.

424. Сфера, центр которой находится в вершине конуса, 
касается его основания. Найти угол при вершине- в осевом

I
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конуса, если сфера делит конус на части равных

осевое сечение
В конус

сечении 
объемов.

425. В сферу радиуса R вписан конус, 
которого является прямоугольным треугольником, 
вписана вторая сфера, а в эту сферу — параллелепипед, сто­
роны которого относятся между собою, как 1:2:3. Найти 
поверхность параллелепипеда.

426. Шар касается четырех ребер куба, принадлежащих 
одной его грани, и касается противоположной грани. Найти 
отношение объема куба к объему шара.

427. Определить ребра правильной треугольной призмы, 
зная, что радиус R описанного около нее шара, проведен­
ный через вершину призмы, составляет угол а с боковой 
гранью, содержащей эту вершину.

428. Определить радиусы двух шаров, которые, пересе­
каясь, образуют двояковыпуклую линзу, если известно, что 
толщина линзы 2а, полная поверхность ее S, а диаметр 2R.

429. Вокруг куба описан цилиндр так, что диагональ куба 
служит осью цилиндра. Площадь диагонального сечения куба 
равна S. Найти полную поверхность цилиндра.

430. Найти объем цилиндра, вписанного в конус, если 
высота конуса Н, угол между основанием и образующей а, 
а осевое сечение цилиндра представляет собой квадрат.

431. Ось прямого кругового цилиндра радиуса г перпен­
дикулярна диагонали ромба длиною d. Стороны ромба, рав­
ные а, касаются боковой поверхности цилиндра. Определить 
угол а между осью цилиндра и плоскостью ромба. При ка­
ких соотношениях между величинами 
решение?

432. Прямая, 
ребер правильного тетраэдра, служит осью цилиндра, окруж­
ности оснований которого касаются граней тетраэдра 
центрах. Найти 
раэдра.

г, d и а задача имеет

соединяющая середины скрещивающихся
----- -  ---------------g лх 

отношение объема цилиндра к объему тет-



P A 3 Д E л IV
ОБРАЗЦЫ ВАРИАНТОВ ПИСЬМЕННЫХ РАБОТ

3

Вариант 1

433. Из котлована, в который прибывает каждый час т 
воды и по отводящей трубе вытекает п лР воды, два насоса 
начали откачивать воду, когда в нем было N воды. Произ­
водительность каждого насоса а в час, а стоимость од­
ного часа работы г руб. Сколько времени до осушения кот­
лована работали оба насоса одновременно и сколько времени 
работал только один из них, если было затрачено на осуше­
ние Р руб.? Указать условия работы с наименьшими затратами.

434. Найти все вещественные решения уравнения:
x2 = 2|x — а\ — 2|х — 2].

435. Решить уравнение:

5й ctg (~ — х) -р Ь (cos X + sin х) (cosec х — sec х) = 4а.
436. В круг радиуса R вписаны три равных круга, каса­

тельных друг к другу. Вычислить площадь криволинейной 
фигуры, ограниченной этими тремя кругами.

437. Три шара радиуса R касаются друг друга и задан­
ной плоскости. Найти радиус шара, i-----у"" -------------------
трех шаров и плоскости.

который касается всех

Вариант 2

438. Аппарат весом Р кг, снабженный реактивным двига­
телем, работающим на двух режимах, при которых разви­
вается сила тяги Fl и F^ соответственно на первом и втором 
режиме, остановили через t сек после включения двигателя. 
Сколько времени работал двигатель на первом режиме и 
сколько на втором, если аппарат находился в свободном 
падении в течение т сек7

Найти условия работы двигателя, при которых аппарат 
будет остановлен в кратчайший срок, если выделенного
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на торможение запаса горючего
^2 < . .

2. Весом израсходованного горю­
на первом режиме или на 

р2 > Р и Xj < X.Р и X

хватает на Xj сек работы
сек работы на втором режиме

и если Ру
чего пренебречь.

439. Найти все вещественные рещения уравнения:

хУх +1/ — 2 = а.
440. Рещить уравнение:

1 — sin X (т cos X -)- п sin х) -Ь 
-Н cos X (п cos X — т sin х) = 2 cos2 (х — а).

441. На диаметре полукруга радиуса R построен правиль­
ный треугольник. Вычислить площадь его части вне полу­
круга.

442. п равных конусов с общей верщиной касаются 
друг друга и заданной плоскости. Найти угол 
чении этих конусов.

Вычислить площадь его части вне

с общей
в осевом се-

Вариант 3
443. Пассажир, опоздавший на свой поезд, решил сначала 

догнать его на такси, однако через некоторое время пере­
сел на автобус, заплатив за билет А руб., и прибыл на одну 
из станций одновременно с поездом. Между тем он обнару­
жил, что если бы продолжал ехать на такси, то догнал бы 
поезд на х часов раньше,
меньше. Какова скорость поезда, если скорость такси ----

км

на г истратив при этом на Р руб.

километра наавтобуса ■Пг—> а стоимость проезда одного 
час

такси а руб. {^2 < «1)?
444. Уравнение — ах'^ 4- Ьх — с = О имеет три различных 

корня а, 2Ь, Зс. Найти их.
445. Пусть cos а

зать, что

час

а
Ь + с'

COS Р =-------
a-j- с '

COS 7 =
с

й + 6
. Дока-

'’2 2 2

446. Определить высоту равнобедренного треугольника, 
у которого угол при основании равен а, а разность между 
радиусами описанной и вписанной окружностей равна d.

447. Развертка боковой поверхности усеченного конуса 
с образующей, 
кого кольца 
оснований этого усеченного конуса, если его полная поверх­
ность совпадает по величине с площадью полного кругового 
кольца. При каких значениях угла ср задача имеет единствен­
ное рещение?

равной Z, представляет собой часть круго- 
с центральным углом <р. Определить радиусы
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Вариант 4

448. По двум взаимно-перпендикулярным прямым начали 
двигаться два тела, находящиеся в начальный момент на 
одинаковом расстоянии Ь от точки пересечения прямых. 
Через сколько времени расстояние между телами уменьшится 
втрое, если

Ь от
в начальный

они движутся с постоянными ускорениями без 
начальной скорости, причем ускорение одного из них а вдвое 
больше другого?

все449. Найти 
неравенство:

значения х, при которых выполняется

X 4- 4й > 5 К ах.

450. Решить уравнение:
sin X 4- cos X 4- sin X • cos x = 1.

451, Объем правильной треугольной призмы равен V, угол 
проведенными из

одной вершины, равен а. Найти высоту призмы.
452. Для каких вещественных х определена функция

y = logj_ [log_i (—х)- 1) ?
2 2

между диагоналями двух боковых граней,

Вариант 5

453. Два тела, расстояние между которыми /г. начинают
движение навстречу друг другу; первое тело движется с по­
стоянным ускорением а "
рое тело движется с - р""
Их встреча происходит на середине пути.
второго тела.

454. Решить неравенство:

logi X — logi (л — 1) > logi (%+1).
2 2 2

О и начальной скоростью v, а вто- 
с некоторой постоянной скоростью. 

Найти скорость

455. Решить уравнение:

si п^дс + со8‘‘л = 51п^2л + соз^2л:.

со стороной а456. В основании пирамиды лежит ромб
и острым углом а.. Каждый из двугранных углов при основа­
нии равен Ф. Определить объем шара, вписанного 
пирамиду.

457. Найти область определения функции

Определить объем шара, в эту

У = У logs (4 — Х-).
152



t
Ji 
♦

Вариант 6
458. Две машины выезжают одновременно навстречу друг

Другу. Первая идет из А в В, вторая из В ъ А. Встретив­
шись на расстоянии /п км от Л, они доезжают до конечного 
пункта и, не останавливаясь, поворачивают обратно. Вторая 
встреча происходит на расстоянии п км от В. Определить 
расстояние между пунктами А и В.

459. Решить неравенство:

+ (X + 1)2 15
№+ 1

-tg2^.

460. Решить уравнение:
sin л 19-»:--------------= — tg — • 

1 -р cos %---------------- 2

461. В основании пирамиды’лежит равнобедренный тре­
угольник 
Боковые ребра пирамиды наклонены 
под углом р. Найти объем пирамиды.

боковой стороной а и углом при вершине а. 
к плоскости основания

C



Часть вторая

РЕШЕНИЯ, УКАЗАНИЯ, ОТВЕТЫ

РАЗДЕЛ 1

АЛГЕБРА И ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ

§ 1. Рациональные уравнения

1. Разделив обе части уравнения на x^7^0, получим:

х2 - 2х - 1 - 2 • - + — = о, X х’- 2х - 1 - 2 • - + — = О,

или
1

1

х2 + —> - 2 fx + - 1 =0.
х2 / \ X )Х2

Полагая хЧ---- =у, получим:X
у2 — 2у — 3 = 0; = — 1, У2 = 3.

_ 3 + у. _ — 1 + l/y
1.2—------ 2------- ' —------------------------

2. Приведя уравнение к виду 
, 1 

\ '

Ответ: х •^3.4 — 2

— 3 f х2 + —+ 6 (X + —— 7 = 0
. х^ J \ х‘‘ J \ X j

. 1и применяя подстановку хЧ-----=у, получим:X
У*  — Зу2 Ч" Зу 1=0; У1,2,3
_1Ч-/Кз’ г _1— 

3 2 > 4i 5» 6 2 ’

3. Заметим, что уравнение может быть преобразовано так;
2х» — 9x2 + 20x6 _ 33x5 4. 46x4 _ 33-2x6 4.

Ч- 20-22x6 - 9-2бх + 2-2^ = 0.

Ответ: Xj, 2, 5,6 —

I

= 1.
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f 
I

Разделим обе части уравнения на х^т^О и запишем уравне­
ние в виде:

2(х^ + 16 ) - 9 +

-33(^л +

Применяя подстановку

8 
хЗ

Л +20fx2+ 4") 
J \ J 

+ 46 = 0.

, 2 
а: Н------- =>,

X

получим:
2 (>< - 8>2 + 8) - 9 (- 6>) + 20 (У - 4) - 33> + 46 = 0, 

2у — 9>« + 4>2 + 21> — 18 = 0.
Решая последнее уравнение, получим:

>1 = 1, Ь = 2, 3^3 = 3, >4= — 2
2

= 1 ч~
« = — 3 + i F23 ,

4

Ответ: х, = 1, Х2 = 2, х.
1

2

4. Приведем уравнение к виду
(zи^ — 1) X = 2/и^ + З/п + 1.

Если |/га 1-7^1, то уравнение имеет единственное решение
2zn3 + 3zn 4- 1

даЗ — 1

Особые значения параметра:
1. Если /га = 1, то исходное уравнение 

ное ()  противоречивы.*
2. Если т== — 1, то уравнение тождественно.

будет подставить т = — 1 в формулу (**):  получим х= — 

что не является корнем уравнения (*).
5. О. Д. 3. хфа\ хфЬ\ |<з|7^г|й|.
Разделив левую часть уравнения почленно на знаменатель, 

получим:

Обозначая

3, 4

-^5.6 ■— —

(*)

X

а — X
X — Ь

а — X
X — Ь

X — Ь 
а — X

Л получим:

2т + 1 , 
т — 1

4д6 
аЗ—63

и ему равносиль-

Ошибкой 
2_ 
2 '
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откуда

1. а — X
А — Ь

2. а — X
X

z-1 
t

л “р Ь 
а — Ь '

Ь — а
— b a + b

4аЬ 
а’^—Ь-

Л —’

или t- — 4аЬ 
а^—Ь'‘‘

t— 1 = 0.

Ь — а 
а + Ь

а Ь
а — Ь

а^ + Ь^
‘2а

__ а^ -f- Ь'-^

-^1 =

X., =

z,2 ----

§ 2. Иррациональные уравнения

12. О. Д. 3. х> 3.
Уединим один радикал:

У2х — 6 = 5 — \'х + 4.
Уточняем О, Д. 3.:

5 — 1/х + 4>0, 5> Кх + 4,
X + 4, X 21.25

Итак,
3 21;

2х — 6 = 25 — 10 У х:4~44".^:-“1"4;

10 Кх + 4 = 35 — х;
x^ — 170х + 825 = 0; х^ = 5
(Ха = 165 вне О. Д. 3.).

Ответ: x = 5.
_1_ 
3

0, 5x + 4 > 0, T. e. X13. О. Д. 3. Зх + 1

1/5хТ4 = 5- 1/ЗхТТ, 5-КЗх+ 1 3 
Возведем обе части уравнения в квадрат:

5 И Зх + 1 = 11 - X.
о всегда при х

0, T. e. X

8.

8.

11 — X

Возведем еще раз в квадрат обе части уравнения. Получим:
■2X'

Xi = 1
Ответ: x = 1.

97x + 96 = 0;
(xa = 96 — вне О. Д. 3.).
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X14. О. Д. 3. - 1 0; X 1.
Перенесем 1 в правую часть и возведем обе части урав-

1 
f-

нения в квадрат. Получим:
X — 1

X
или

Х2 — 1 + 1= 0;

= 0; х^ — 1
X

1;

- 2

— 2

i
- 1

X
= 1 (;с > 0),

х^ — X — 1 = 0.
5о т в е т; X = 1+Д

2

15. Преобразуем уравнение к виду:
55 — Z 1 , 1 \ 64 5 —

\ о X J 6
6

]/ 3 + X • X + 3
3x

64 5-. (З + Д)^
6 

x^

= 64;

16. Положив

= 26;

1.

2.

3 + X
X

3 4--^
X

= 32;

I I = 25 = 32.

3 
Х1=—.* 31

— 32; Х2 = —
11

V 2х — 5 = Z о,

3

6 
5

получим:
К 2^+ 2z + 1 + Кг2+ 6г + 9 = 14;

отсюда г+1+г + 3=14 и г = 5. Решив уравнение 

К2х — 5 = 5,
находим:

1,
л= 15.

23. О. Д. 3. при т четном 1х| 
при т нечетном х — любое число. 

Так как 1 лс | = 1 не является корнем уравнения, то

1 +х
1 + x _
1 -X

= 1.
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Пусть
т 1 “Н

1 — X
= t.

1Решая уравнение t----- = 1, получим:
t

1,2 —
== 1 +Г5 

2
При т четном

(корень берется арифметический).

(1 + |Л5)'"-2'”

(1+•|Л5)'" + 2™

т

X

При т нечетном
,т(1 ± К 5)'” -

(1 + КЗ)™ + 2'^

24. Левая часть уравнения является неполным квадратом 
суммы + а •+• X — а}. Умножая обе части на разность 
оснований, получим:

X + а — (х — а) = у'а^ х + a — i/x — а), 
3 ---  3,----- ;---- 3,----------

Л

3

3,— 3 3,

2 i/a = 1/х-)- а — их — а.
Возведя обе части уравнения в куб, после преобразований 

получим:
3 —S 3,

= — J/x^ —
откуда л = 0.

§ 3. Показательно-логарифмические уравнения
29. Имеем:

б*+1  + 3^+1 = 3^+2 - 6*  + 3^.
Разделив обе части уравнения на получим:

2*=1,  откуда х = 0.
1 

х = —•
4

31. Преобразуем данное уравнение так:
2 1 1

= 3

30. Ответ: л = —
2 ’

2 + 2 
__2^

•3
1

2

-1=0.
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Обозначая
£

= z Q), получим:

f
i

Zi

z"^ — z — 1 = 0,
1 + К s' ( _ 1 _ VT

2 \ ^2 — 2
(2:2 =

или
1

откуда
© 1+P

2
5

Ig3 —lg2 _ _ 
lg2-lg(l+V5) ’

32. Разделив обе части уравнения на 9*,  получим:
X 

I +1 =

X

-(I)'

Решая квадратное уравнение относительной — } , получим:

\'зу ~ Т ’ \з J ~ 2 ’

8

4 ’
откуда

r + l=0.

X

.^1 — 3 ’ -^2 . 3 ■

'8 T у
33. Перепишем уравнение в следующем виде: 

(32Х + з-гх _ 2) + 3 (3-^ - 3*)  - 4 = 0.

Обозначая J/= З^"*  — 3"*,  получим:
5'2 + 3j/ — 4 = о, т. е. 5/1 = — 4, J's = 1 •

Далее имеем:
1) 3-*-3^  + 4 = 0;
Таким образом,

Л1 = •^2 —

32^ _ 4.3*  _ 1 = 0.

2) 3-*  - 3^ - 1 = 0;
откуда

3*  = 2 +
Q*  1

5.

3*  = у (- 1 + К1 +4),

= K5-1
2

Ответ: x, = logs (2+ K5); -’^2 = *og3

3^
5-1
2
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34. Учтем, что Ig 0,5 = Ig5— 1.
Уравнение принимает вид:
3 Ig-V = 12 — 13 Ig5 или lgx = lg-^, 

, . ’ 5~

ИИ

откуда
X = 16

3 —
V 5

I

35. О. Д. 3. X 2, хф 1.
Ig (56 — л®) = Ig (2 — л)^, 

56 _ л;^ = (2-л:)^, 
- 2х - 8 = о,

= — 2 (х2 = 4 вне О. Д. 3.) 
Ответ: х= — 2.
36. О. Д. 3. X 1.

Уравнение сводится к виду:
— 2 Ig л + 5 Klg^: — 2 = 0.

Обозначая 1- lgx = z О, получим:
1
2’-2z- — 5z + 2 = 0; Zj = 2; гг = —.

Имеем два уравнения:
1

l/lgA: = 2 и KlgA:=-y
Отсюда:

2

л:, = 10^;
Необходима проверка или обоснование-

^2 = Ю'*.

Замечание: 
равносильности преобразований.

37. Ig (1 -4-’ • 2^^) = lg^^ 2^^+2
4

4-2»"“= К 2»"- + 2.

37. lg(l-4-'- 2''") = lg

Обозначая 2 о, получим:

Итак, 2
160

= z

4 —г = Кг + 2, z < 4,
— 9z + 14 0; г, = 2 {z2=7}.

= 2, отсюда X = 1. 'I

I



> 38. О. Д. 3. 1х| 1.
1Переходя в данном уравнении к основанию — , получим:
2 •

log_i_ [Kl — x^ (1 — x)] = logj^ (-7 I/1—x2) .
2 2

или

к- £

I

I

то

К1—х2 0 —х^ = 0; /1—х2/0; л: = -| 

0.

^-Р-^4-^ 
lg3 -« Iga Зх lg3 9х 
eigjx-b П lg3X-P4 = 0;

1. „ 1 
3

39. О. Д. 3. X, Зх, 9ху^1, X 

-^4

Х1 =

= 0;

40. Упростим уравнение:
2 logs IX + 114- logs IX 4- 11 = 6, 

|x4-1| = 4.
0; Л 4- 1 = 4;
0;

а) X + 1 > 0; X + 1 = 4; Xj = 3;
б) X + 1 < 0; — X — 1 = 4; Xj = — 5.
41. Так как уравнение решается в вещественной области.

logx К2л > о,
■ X 

logs-^:
0; х-7^1,

0.

Решив эту систему, получим: 0 < х < ~ . Возведя обе части 
уравнения в квадрат, получим после простых преобразова­
ний:

log| л + logs л — 2 = 0.

Ответ: 1х = —•
4

42. Ответ: Xi = l; Х2 = а
43. Имеем

1
1С

2-92 + б = 9'“2«"^(9 — 1)
или

92 log,, X _ 4.910g,, л 4- 3 = 0.

+ +

; -^2

X

3
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Обозначая = получим;
z2 — 42 + 3 = 0; 21 = 3; 22= 1

или
а) 9'°г«-^ = 3; 2 Iog25-^ = 1;

6)9iog„^=:l. iog25x = 0;
44. О. Д. 3. X о, -Г 1.

Л1 = 5; 
-'^-2 1 >

Имеем:

Тогда
logs (3 + Кз + x) = 2 logs л.

3 + КЗ + X = г2. 
J/У+Х = х2 - 3.

Обозначим № — 3 =_v. Тогда
— 3

J/2 - 3 = X
Имеем:

х^ — 3 =у
3 + х =

или

х2 — v2 =J/ — X, 
(х — >0 (х +j/ + 1) = 0.

Решение последнего уравнение разбивается
1) -V = y,

на два случая:

1 + /13
2

X, = - ' (^х. =

2) х + у+ 1=0,

х2 — X — 3 = о, 
1 - /13

2 О не подходит по О, Д. 3.);

№ + X — 2 = О, 
Х1 — 1; х^ = — 2Х2 =

(оба корня не подходят по О. Д. 3.).
1 + /13

2

1.

Ответ:

45. О. Д. 3. X 
3iog,(.v’-i)-ig,(x+i) / 2 — 1);

I 2(х- 1);

X - 1 =/2(х-1);
(х- 1) (х- 3) = 0:

X, = 1 не подходит по О. Д. 3.; Xg = 3.
Ответ: х = 3.

X =

3
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1.46. О. Д. 3. 1x1 
Перепишем уравнение в виде:

Ig (1 + Л-) (1 - л-)^ = 4 Ig о - • 100^,

или
(1 + л) (1 - x)3 = 1002 (1

Сокращая на 1—x2 7'0, получим:
(1 — x2) = 1002 или 11 — XI 100.

Так как по О. Д. 3. |х| < I '
х = —99 (не подходит по О. Д. 3,).

Ответ: Решений нет.
47. О. Д. 3. Х/-0.
1. Пусть а-Ь ;

(а-0 , получим:

1, то 11 — х| = 1 — X и 1— л=100,

0. Тогда, разделив обе части уравнения на

(ГДт)-
Введем подстановку

= т (т У 0).

имеем:

i;

(т) > 0);

/я^ + 7 = т; Л,2 =
(f)'

Здесь правая часть положительна и вещественна при т 
а) m > 2.

Логарифмируем обе части уравнения

7 Ig 7 == Ig ± —4) — Ig 2;
Ig а — Ig fc

Ig ('И ± nfi— 4) — Ig 2

± 1/ 7П'‘‘ — 4
2 ■ (*)

2.

б) т — 2.
Непосредственно из (*)  получим

(г)'

что возможно при и любом л с учетом О. Д. 3.
11* 163
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т

X =

+ — 4
2
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2. Пусть а • Ь = 0.
а) а = Ь = 0—уравнение обращается в тождество при х
б) а = 0, или а фо, Ь = 0 — решений нет. 

Ответ: 1. При т

0;

2, а фо, Ь ф о, а ф Ь
Ig д — Ig fe

Ig (т + Кni^— 4) — ig 2 ’

2. При а) т = 2, а^ЬфО х —любое число;
б) а=Ь = 0, т — любое, число, х —любое положи­

тельное число.
48. О. Д. 3. о а
Разделив обе части уравнения на Ф

равносильное уравнение:

1.
получим

Полагая

/I — ■ / 2а \
41 + \1 + аф

X
I =1.

убедимся, что

2д
1 + а?

sin z.

-’(^112----

1 —
1 +

cos z.
Итак, имеем;

(sin zy + (cos г)"‘ = 1.
Рассмотрим левую часть полученного уравнения с функ­

циональной точки зрения. Из О. Д. 3. следует

0<г<2.
В этом интервале функция

J (х} = (sin г)"' -Ь (cos г) 

монотонно убывает и, следовательно, каждое значение при­
нимает не более одного раза. Но при х = 2 функция прини­
мает значение 1, поэтому х = 2 — единственный корень дан­
ного уравнения.

49. Непосредственно из вида уравнения получим

0; 2-3^ —/тг-З^-Ь-у >0; х + logg К!

Обозначая

/и 0; X 0. (1)

Z

1-*

З'‘=у', % = log3V, 
после упрощений получим:

(2-щ)Л-^ = 2у.
2 (2)
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j

Условия (1) переписываются ледующим образом;

0; (2 —/77) J/+т 0; У2у 1. (!')

Решая уравнение (2), получим:
Ч-т + 1/'4“+

4
1

У1>2 =

Для выполнения условия у 
неравенства:

±К4 +
Учитывая, что т 
корень:

4 + /7/2
2.

Так как при
Т. е. /77

условие

.2

т 2

необхолиыо выполнение

/те + 2 (К2 — 1).Ш'

о, рассматриваем только положительный

/77 2 + 4/71 (/2 - 1) + 4 (К2 - 1)2,

о т 2

(2 - 777)3/+^
' ‘2

выполнено, окончательно получим: 

л = logs 2 — т + 1^4 +
4

гп

О

при о т 2.

§ 4. Уравнения с несколькими неизвестными

52. Очевидно х 1. Перепишем уравнение в виде
_у32

из чисел у"*  и г должноЕстественно, что одно из чисел у® и г должно делиться 
на х^. Но г не делится на x^, т. к. 2 простое число, а лна х^. Но Z не делится на x^, т. к. z простое число, а л> 1. 
Значит, должно делиться на х^. Но это_возможно только 
при у == X, т. к. у простое число, а л ' “

л2 — 1 = 2 или (л — 1) (л + 1) = Z.
Последнее равенство возможно только тогда, когда один из 
множителей (л—1) и (х+1) равен единице. Так как х

1. Тогда будем иметь

возможно лишь л — 1 = 1, т. е. х = 2. Тогда 2 = 3 и у/ = 2.
53. 1. Пусть л, у/ и 2 —длины ребер. Тогда 

2лу/ + 2у/2 + 2zx + у + z)

1,

или
ху + yz + ZX = 2 (л + у + 2). (1)
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Пусть, для определенности,
z. (2)

Тогда из (1) получим:
2х + 2у — ху 

хУ-у—Ч.

X = у = \ невозможен, что очевидно определяется 
подстановкой в уравнение (1)).

С учетом (2), получим:
2л: + 2у — лу' -

X + У — 2 '■

> о, после упрощений получим:
у/2 — 2 (2 — х) у? — 2х > 0.

Решая это неравенство относительно у, получим:

2 — X + К х2—2х + 4.
Но х^у; (2), следовательно,

2 — X + Kx^^^Zr-H^ или 2х — 2 < V^x^—2х + 4.
Так как х 
получится X

Z =

У-

Так как х + у — 2

(3>

л
в квадрат и упрощения1, после возведения

<2. _
Пусть X = 1. Тогда из (3) получим: у < 1 + КЗ , т. е. ^=2, 

= 4. Аналогично при х = 2 получим: у/= 2, z = 2.
Ответ: 1, 2, 4 или 2, 2, 2.
53. 2. Пусть X, у/ и 2 —длины ребер. Тогда

ху’2 = 4 (х + у + 2).

Перепишем уравнение (1) в виде

— + — + — = ■
ху XZ

г

1
У2

1_
4

(1)

Пусть для определенности х
1Заменяя в уравнении (2)— 

х^ 4 '
откуда X 3.

у
и

г
на

У
1

12, тогда — > X
, получим I

2 
у Z 

очевидно

1. Пусть х=1. Из (1) получим: >2 — 4у — 42 = 4, 
(у —4) (2—4) = 20. Возможны следующие случаи.

а) у — 4 = 1 и 2 — 4 = 20, т. е. у = 5 и 2 = 24;

или

б) у/ — 4 = 2 и г — 4 = 10, т. е. у = 6 и г = 14;
в) у — 4 = 4 и г — 4 = 5, т. е. _у = 8 и г = 9.
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1

1
»•

2. Пусть х = 2. Уравнение (1) принимает вид 
{у — 2) (z —2) = 8. Возможны следующие случаи:

a)j/ — 2 = 1 иг — 2 = 8, т. е. з> = Зиг=1О:
б)_у — 2 = 2 и 2 — 2 = 4, т. е. у = 4 и 2 = 6.

3. Пусть х = 3. Из (1) получим: z =

чае решений нет, т. к. при у = 3 получим: 2 = 4,8, а если
3, то 2

4(3+у)
3jz —4

• в этом слу-

4.
Ответ: 1, 5, 24; 1, 6, 14; 1, 8, 9; 2, 3, 10; 2, 4, 6.

§ 5. Системы уравнений

21 -1 
4

-1 — — Г'гТ -1 -1 + К21
---------- 4---------; =-----------4---------, V4 =------------ 4-----------

57. С помощью первой связи „исключаем" ху из третьей.
Х2 = У2 = ас.

Вычитая полученное выражение из второго уравнения, полу­
чим:

56. Ответ: Xj =У1 = — 1; Ло = уг = 1,5; Хз =

5'3 = , V4 =

ху = Ь — ас
X у = а{Ь — ас)

с
Ь — ас

с z =----
ху

Следовательно,

X = —
а (ft — ас) , а^ (Ь — ас}^— 4 (Ь—ас)

2 ± 2 ’

5^= -
а(Ь — ас} -г-Уа'^ {Ь—ас^— — ас) .

2 + 2

Z =
с

Ь — ас

а^ — Ь^ 
а

,1^1,2 + у h^)2 4aib'^

2а

2) если а = Ь, то бесчисленное множество решений: 
X < о, у = X.

58. Ответ: 1) х =

а- 
}!=- при а 7^ О и (й2 — Ь"^)'
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59. Пусть
1) л о, у о.

л = 3 — 2у.
2 (2 - 2j/)2 + (> - 2)2 = 1,

Л1 == 1,
_ 5 

9’ ■
11

Vo = —; ^2 = — п ’ - п9 ’

2) X
3) л
4) л

О, У

(i, У
У

О
О
О

. Решения нет!

60. Решение системы распадается на четыре случая:
1) X О, у 1:

Л + 3j/ = 7, 
2л + 2_у = 5.

1 х = —■

2) л О, V 1:

9
^ = 74 ’

л + = 7, х = 7 — Зу,
2л--25, = !, 8у=13.

1 — противоречие условию!У
3) X О, у> 1:

— л "Ь 3_у = 1, X = 3j» — 7, 

2л + 2у == 5, 8у = 19; л= —_ „ 1
8 •

О — противоречие условию!
4) л О, У

X
1:
— X -|- Зу = 1, л = Зу — 1, 

2х — 2у=\, 45^ = 13;> .

У

Ответ; -V== Т

1 — противоречие условию!
1 9л = — , У .
4 4

61. Рассмотрим четыре случая:
1) х + у

л — у
О
О
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I

тогда из (1) x + jz = x — у + а, т. е. у = —
2 ’

ч ’
что возможно, если й= — Ь. В этом случае х>|у|.

2) X >01
X—j/<0 J ’

тогда из (1) X + у = X — у + а, т. е. у == — ,

из (2) л — = X + _v + й, т. е. у= —

Ч ’

из (2) — X+j==x+5/+ Z), т. е. х = —

следовательно, решение 
а — Ь

— а — Ь
О 1
О ) ’

О
О

2 ’
в этом случае существует, если 

О 
О

а — Ь 
а-\- Ь , й:>|й|;

3) X + у
X — у

тогда из (1) — X —у = х — у + й, т. е. х= —

из (2) — X + _у == X + у + Ь, т:. е. х = —

что возможно, если й = В этом случае |у|
4) X + у < О 1

X —у >0)
тогда из (1) — X — у = X — у + й, т. е. х = —

h
2 ’

из (2) X — j; = X + J/ + Z?, т. е. j/ = —

следовательно,

а
1. '

Ч '

— X.

а

решение в этом случае существует,
й 4- й
Ь — а

О 
о

если

х-ч dОтвет: v = — о2 2
при а = — Ь, х>|у|.

X ==

а 

а

X = — _6
2

при й > 1,

Ь
& 2

при а==Ь, I у I — X,

при >1й|.У = —х = —
2

а
'ч ’
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= 3.62. 1
log 1 (3-‘ ) 

21

Из первого уравнения:
х + у = 3-2"-<

Подставляя во второе уравнение системы, получим: 
1 1 

3^->’ =32 ,
откуда

Решая систему
X — _v = 2.

получим:

л — = 2, 
л + у = 12,

х = 7, у = 5.
63. Из второго уравнения системы следует: у = —• Под- 

ставляя это выражение в первое уравнение, получаем:
= х^

1

Возможны два случая:
1) х=1, тогда из; = 1.
2) х^1, тогда л + у = 2 (j/— л); у = 3л,

и, подставляя во второе уравнение системы, находим:
1 3 —, y==j/9.X = 3,—

Ответ:
3 — 

у = к9.

64. О. Д. 3. X

Ответ:

1/3

> Л. Потенцируя, получим: 

-'^ + 5' = 1, 
у — X = ху,

З + КТ .. -i + KT
2 ’ 2

3 —FT .. -i + FT
2

1, 3-

0; у

2

65. О. Д. 3. л> 1, у < 1. Перепишем первое уравнение, 
используя соотношение log^Z) == ]og„« Z?":

1

logs —
logs ( 10g2X- = lOggS.

X =

X =

У

1
у
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Отсюда
logaX = 3 logs —.

Наша система принимает вид:
f xjz® = 1,
I ху^ — 4,

откуда
X = 64, у = — .

66. Перепишем систему в виде:
1t log^x + - log„y + - log^z = d.

<' log,J/ + - log,2 + - log^ = d.

I 2

Потенцируя, будем иметь:

logi^ + log^x + - log/j’ = d.

■ у V xz = c ,

Перемножая левые и правые части, получим: 
(л4/г)2 = {аЬсУ.

Подставляя в первое уравнение, находим: 
_£ 

X {abc}
Ответ:

67. Обозначая

d
^“(.УУ'

log^j; =
lOgj^XJZ =У

z=6 (.-У-

1

У

1
4

1

имеем:

I 2

1
2

1

2

1
2

1
2

лКуг = a‘^,

2^

^ = 1+2
1 — a
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4з
1

или

Первое уравнение перепишется следующим образом:
/1 \ /о 1 \ 20 1 + а2 4з 207---------о, 7р_ = или - . ------- = — ,
\а / \ Э/3 а 1 — «2 3

откуда а = + 2.
1log^_V = + 2; = у или ,

у
1) х^ _у.

Тогда 2j/ = a, 3^== у >
П\ -.9 1 _ 1

/т-X =

2) — ; —Н J = й; у-^—«у + 1=0.

Тогда^ = у + 1У
2 —

а'^
4

1; х==
1

Ответ:
1) а

2) о а

о — решений нет.

2 — одно решение

3) а = 2 — решений нет.

4) а > 2 — три решения

а

а

+ Ка2 _

2
+ K«2 — 4 аX = У = ?).

§ 6. Рациональные неравенства

76. О. Д. 3. лУ-1.
(х+1)(х + 4)

(л + 1) (Х2—л + 1)

Сокращая на (л+1)у^0, получим
— + 2х + 3 >

— X + 1
о

или, т. к. знаменатель
0.

1.

положителен при всех х,
— 2л — 3

С учетом О. Д. 3. получим:
- 1 X 3.
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п. о. Д. 3. |х1^1.
— 1) — 6)

(х — 1) (х + 1)

Сокращая на (х—1)9^0, получим:
X — 6 2х — 5---------Е 1 < О или - X *Е  1------------------------- X “Е 1

+ 1 о или
т. е.

Ответ: — 1

-1.

О,

2(х+ 1)

£
2 ■

X 1, 1 X

О.

78. О. Д. 3. хф -2.
О, т. е. X 

хЗ + 15 <: 
х^

1. Если + 8

2. Если х^ + 8

Ответ: х
79. О. Д. 3. аф\.

— 1, X
О, т. е. X < 

хЗ + 15 > :
X® <

— 2 и X

■ > — 2, то 
2 + 8);

- 1.

— i, X
> - 1.

С — 2, то
2 + 8),
<-1.

л (1 — а} — а
1 — а

а — X 
а — 1

1. а 1
Умножая обе части уравнения на (1 — а) > О, получим:

x(l — а}— а X — а.
откуда

— ах О,
т. е. если

О, то X
О, то X

в) а = 0, то решений нет.

а) а 
6} а

О, 
О,

2. а 1.
Умножая обе части уравнения на {а — 1)>0, получим:

а — л(1 — а) а — X,
отк.ул.й

— ах
О, т. к. а 

Ответ: Если 
то X

т. е. X
а

1.
С О или а

О,

1, то х 0;
0; если а = 0, то решений нет (рис. 31).

если О
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X

Рис. 31.

б) Ь О, то %

80. О. Д. 3. Z»|.
X (а—Ь) —а (а -j- Ь) _ 

а‘‘ — Ь^
л (а + й) — Ь (а — Ь)

а^ — Ь^
1. |й|>|й1.

Умножая обе части нера­
венства

^0 получим:
л (а — 6) — а (а 4- Z>) >
< л (а 4- Z>) — Ь {а~Ь},

OTKyjT'a.
2Ьх

на — 6^) > О,

: < — т. е. если
а) Z><0, тол

I

дЗ + Ь'^
•2b

с) b=^Q, то решений нет.
2. |fl|<|Z^|.

a^ + b'i .
2Ь

Умножая обе части неравенства на — Ь^} <.Q, получим: 
X {а + Ь) — Ь (а —' Ь),х{а — Ь) ~ а{а + Ь)

откуда
2^?л: -

т. е. если
а) Ь <

I
_ а^ + й^ _ 

2Ь '

6) bZ> О, то х^------- !—■ ;2Ь
о) ЬфО) вследствие предположения |а|<|й|.
Ответ: Если /'>0, |a|>Z? или Ь 

^24- Ь'^ к гл I I < 1 Iто л < — —4:— ; если о < О, | а | > | Ь |

о, то X

О, то X

О, |а| 
; если Ь

< О, I 
или Ь у

то X

Ь'^ _

a^+ 6^ _
2Г~ ’

81. Преобразуем систему, приведем ее к виду
(от — 1) X
(от + 4) л

; если b = Q, то решений нет.

2т — 3
4/га + 1

1. пг 1, тогда

л

X

О.т — 3 
/и —1 

4/и + 1 
/« + 4

<-ь.

(*)

(!
!

1
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Далее необходимо выяснить знак неравенства
2/я — 3 
т — 1

Ат + 1
т + 4

V

Имеем \
2т — 3

т — 1
4w + 1 
т + 4

VO,

или
— 2zzz2 + 8от — 11 Q
(т — 1) (т + 4)

{— 2та2+8т—11) < Опри всех значениях та; (та —1) (та+4)>0 
по исходному предположению та> 1. Итак, в этом случае

’2т-3
т — 1

1.
4/?г + 1

т + 4
T. e.

‘{т 4- 1
/я + 4

Аналогично
2. При — 4 : 1

4w + 1
/7! + 4

Чт — З
т—\

m

X

3. При та — 4
л 2т — 3

/я— 1

X

X

Далее необходимо исследовать еще два случая;
4. т = '[, тогда из второго уравнения системы ()  имеем 
> 1.

*

5. т = — 4, тогда из первого уравнения системы ()  имеем*
' 11
' 5

§ 7. Иррациональные неравенства
88. О. Д. 3. X > О, х фА.
Данное неравенство равносильно следующему:

(1<7+2)(КТ- 1)

(К~+1)(Г^- 2)
о,

или
(Кл + 2) (Кх + 1) (Кх - 1) - 2)

так как К х > О,
о,

или,
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т. е.
(Кл- 1) (Кл-2)<0,

I
1 X 2.

Окончательно имеем:
1 X 4.

89. О. Д. 3. л
1. Если л + 1 <

— а.
О, т. е. л < — 1, то, с учетом О. Д. 3.,

— а
1.

л - 1,
что возможно при а

2. Если л+1=0, то л = — 1, что, 
возможно лишь при X

3. Если л + 1 О,
— а.

с учетом О. Д. 3.,

— 1, то,т. е. X 
неравенства в квадрат, получим: 

4л + 4а
л2 — 2л — (4а — 1) < I
1 — 2Ка < л < 1 + 2

л^ + 2л + 1,
О,

возведя обе части

л < 1 + 2 Е а.
Полученный результат необходимо согласовать с нашими 

предположениями относительно аил:
1 — 21" а < л < 1+2Ка, 
л 
л 
а

X
> - 1.
> — а,

а) При а
6} При О
Ответ: При О 

при а Z

1 получим — 1 
а

1 +21/л.
л

л
1 получим 1— 2Уа<
'<а^\ \~2У'а<_х

1 + 2Кй (рис. 32).
1 1-2Ка-

< 1 + 2К^ 
1 +2К^

X

в
7

V.
+*̂1

I
I

Рис. 32.

а

90. О. Д. 3. л 
>0(а = 0).

1. При Ь 
х>Ь^.

X

о имеем по О. Д. 3.:

2. При Ь 
в квадрат, получим:

2л — + 2 К л (л —

2 К л (л - Z?2)

О, после возведения

5Ь^ - 2л.

а) При 5^2 — 2л

!

4Z)2,

(*)
5Ь'^л > — •

2
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б) При — 2х 

в квадрат (*),  получим:

о, т. е*  X
2

после возведения

X
25Ь^

16
Ответ: При Ь

При Ь

Q.

16

о X 
При Ь = о X

о л

§ 8. Показательно-логарифмические неравенства

91. Приведем данное неравенство к виду
1— + 2-^+' < 3.

2-V
Далее имеем:

1+ 22^ . 2 - 3 • 2^
1 QX
2 ' 
-1

О,

1,

0.X

92. Приведем данное неравенство к виду
_ А _ Д

з"" 43 + 1) > 4^ " (4-1)
или

1 3
3 

4“ 4'
2 
2

т. е.
3

)

X—2 1.

Очевидно,
3
2

93. О. Д. 3. л Q.
Приведем данное неравенство к виду

3

logi > logi
2 2

“Ь о2

2
2

или
л2 2х 4" 3.
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Решая последнее неравенство, получим: 
-1<х<3

и с учетом О. Д. 3. имеем окончательно 
О < X < 3.

2, 294. О. Д. 3. О
1. О < X < 2.

Будем иметь:

3.XX

I I
1__

3 — X
X или — Зх + 1 О, I

Iт. е.

X
3 - К 5

2

С учетом предположения О

и л

X

о л

3+К5
2

: < 2, будем иметь:
3 —J/'s

2
2. 2 < X < 3.

Будем иметь:
X

1___
3 — X

или № — Зх + 1 О,
1

т. е.
3 — 1/5

2

С учетом предположения 2

2 X

X 3 + 5

з + Т'б
2

2

3, будем иметь:

3+1/5
2

3 —Кз
‘2 ’ 2

1

Приведем неравенство к виду
________ 1_________

logs X (logs X + 1)

Ответ: О X X

95. О. Д. 3. X О;
2_
4

1
log^ X + 4 logs •« + 4

или

Ответ:

10g2

X

log^ X + 4 logs X + 4, 
_4_ 
30; X

- 1
3 log2X + 4 
2-4 , но хф 1;

2
1

2 ’ 4
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I

96. Должно выполняться:
X — 1 
% + 1

Кроме того,
0; Iл| 1.

X --  1 ^Q. --- 1
X -j- 1 X “I" 1

Перепишем основное неравенство, используя тождество: 
log„Z> = log^„ b’^, 

л — 1 
л+1

logs 0; 1; X -1.

1_____
X — 1 ’

X -|- 1

отсюда (т. к. основание логарифмов больше единицы) 
л — 1 1
л + 1 , _ •*  — 1

л + 1

logs logs logs
logs

logs

logs

или (t. k. logs л — 1 
л+1 

logs

0
X — 1
JC + 1

1;
и X < — 2.

Ответ: х
97. Должно быть: л 

равенстве к одному основанию:
lOgsX

Возможны два случая: 
а) logs л 

тогда

X — 1
X + 1

3

-2.
0, x^l. Перейдем в исходном не-

0, т. е. л 1;

1__

logs-»: 2

51 — ^logsA:.
2
5Обозначим logs л = г. Имеем: ——г + 1 < 0. Это неравен-

1ство выполняется при-^

Аналогично получим: 
б) logs л <0; -v < 1.

г

2
1

2; ^<log3-«‘1
2, 3 X 9.

0; X •
5z'‘'-----г + 1 1
2

0; logsX<—;
2 ’

9.

л КЗ,

Ответ: 0 X

logs Л
1; КЗ'< л

2; л
9.
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98. О. Д. 3. л >2; а > о, 
Имеем;

loga л (л —2) > loga а.
I

л(л —2)>a; — 2% — <2 > 0;
1-КГТ^;л: < 1 — И1"Ей:;

и с учетом О. Д. 3. в этом случае получим 
л:>1+К1+а.

2. <2 < 1.
х{х — 2} <^а, — 2л: — й: < 0;

л1—К1 + <2<л< 1 + К1+а.
С учетом О. Д. 3. в этом случае получим; 2 < л < 1+ к 1+а. 

Ответ: При 0<л<1 2<л<1+К1+а.
при а > 1 л

X

I

t

I

I
i

TZ
I
I

> 1 + V1 + а (рис. 33).
99. О. Д. 3. X 

аф\.
После преобразований по­

лучим:

loga (-«2 — > 0.
1. Если а > 1, то
л:2 — > 1, > 1 + /2^

или, с учетом О. Д. 3.,

e.

a, (2 > 0,

Л > r 1 +
2. Если «2 < 1, TO

< 1, < 1 + (2^
Рис. 33.

X < Kl + a^.
или, с учетом О. Д. 3., 

а •
Ответ: При а > 1 л > К1 + a^,

при о < й < 1 а < л < К1 + fl^.
100. О. Д. 3. л > о, хф\, хф\- р.

1 . _2______
logs л ’ 10g2-«

2 logs (х + Р) — log2 X 
loga X ■ logs (•« + Р)

1 
logs {х + р)10g2 (-« + P)
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1

►

(х + рУ
X 

logs %• logs U+p)

IOg2
0.

Решение нашего неравенства свелось к решению нескольких
систем неравенств;

(-У+ р)^
%

>0

1- loga о (2

logax 
log2 (л +jO) > о

в силу условия

(Х + рУ

> 1
• 1-р
о,

(1 — 2р) + 1<1 — 4/;
2

+ X {2р — 1) +

Xl,2 —

о

X

X

X

4

оба корня вещественные положительные
(1-2р) + КГ=^ „„„ (1-2р)-КГ=^

и и 2X или л

Так как оба корня меньше 1, то окончательно имеем:
X 1.

{Х + рУ
X

10g2X<0 
logs (х + р) > о

(1-2/;)-ГГ=  ̂
2

1 — р < X <
Нетрудно проверить, что

1-/’'--------------2----------------

Таким образом, в этом случае решений нет.
(х + pY >

1
1-р

2. logs
|2 о

л

1

12(л: + рУ 

1 
1-р

X

X

X

(х 4- р)^
X 

log2X < о 

log2 (х + ;?)< О 

(1 — 2р)+ r'l — 4р 
2

3- loga

л

Л

(1 —р) +К1 — 4р
2

(1—2р) + К1—4р

о X

или л

1-р

X

X

(1-2р)-К1-4^9
2

181



Отсюда
{\—2p) + V\—^p

2
и

4. logs

(1-2р)-Г1-4р
2о < X 

(х+р)^ 
X

logaX > о 
10g2 (х + /?)< о 

Система несовместна.
Ответ:

(1-2р) + 1^Г=4р 
2

(1 — 2р) — 
2 X > 0; I

X

101. Пусть

§ 9. Доказательство неравенств
а + 6 

2

Воспользуемся неравенством;
а + fc

2

= Х-,

Кху,

а + Ь
2 >/“4^

_____________ . 1Л(а + Ь) Kafc 
4____ Г --------- 2------- ’

(Kfl + > 64 ((2 + ьуаЬ.
102. Воспользуемся неравенством;

_1_ . 2_ . _i_==_2__±.
k k k k — 1 k — 1 k

2

(Ка + К~&)'12
Каб,

1 
fe —1k

1
'2

±+± +± + ... +-!-
22 32 42 «2
2 1 1

-1-^ 
л

1
п - 1
п —1

и

п
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У'л̂ —
х-^

103. Обозначим —-Е—= /, 
У

у‘' \ у X J

Правая часть полученного выражения меньше 0 
при — 1 < t

только
2.

Но +
104. Для того, чтобы
4+4-зГ- + ^Н4= 
У^ \ у X J

2.

2
2\У xj \у xj

было не отрицательно при любых вещественных л и у, необ­
ходимо и достаточно, чтобы при любых вещественных х и у 
выполнялось:

1, 
»

, У 1 I Уили---- Е —<1. или---- Е —
л ул

1)^ + ^
У ■«

2) Если же ху

2;
У 

х^ — 2ху + у-

2.
fi

О, что верно, если ху

О л , V, то —Ь ~ =V  + 3/2
X ху

0.

1, что и требо­л

у

У

валось доказать.

§ 10. Задачи на составление уравнений*

107. Пусть 'п, —средняя скорость лыжника 
участке, v — средняя скорость на всей трассе. Тогда

I

на

-^+— = 
V2 

1
V3

_1_ + _L = 

V3

2_
а
2_
ь ’

_2_

1 откуда — =
V

-!- + 

V2\ Vj U2 «3 /

г-том

1

1
Vl

1

V2

2
3

2
2

Замечание: Средняя скорость v на всем пути выра­
жается через средние скорости vi отдельных равных по

» л 1 1/1.1,длине участков пути следующим образом: — = —(----- 1------ Ь
V П \ V-i V2

•^п J

Ответ: 2л&
й + fc

* В ответах к задачам физического содержания 
в случаях, когда они очевидны, не указаны.

■о ==

единицы измерения
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108. Ответ:
(2fe -Ц) а .

3
•У1 = ; ‘02,3 =

_ (‘2k+ l)g
3

Тогда

109. Пусть X—скорость третьего велосипедиста, 
t — время, за которое он догнал первого.

1
'2

1
2

Из первого уравнения находим:
/ =------

2 (л — а)

ЭТО значение t во второе уравнение и решая

— a = t (^x — a),

у) “ 0-

Подставляя
относительно л, получаем:

Л1,2 = у (а + 2Z? +— SaZ» +
Оба корня вещественны, ибо

— ЪаЬ + = (4Z> — й) (& — й) > О,

й. Если л = -о- (й + 2Z? —К(4Z) — а) [Ь—а)'), то х О
Ь. Поэтому это значение л не является решением

1

так как b
1

так как а 
задачи.

О т в е т: .V' = v (<2 + 2ib + V (4Z? — а) {b — а)) . О
по. Пусть I кран наполняет бассейн за х часов, II кран 

наполняет бассейн за у часов. Тогда за 1 час I кран напол­
няет — часть бассейна, а II кран----часть бассейна. Задача

1

1J____ 1 . ..
X 

СВОДИТСЯ к решению системы: 
1 „ 1 . 
k ' X

решая которую, получим: 

л = (2д + й — 4д2),

у = -^ (2/г + А + К

Чп,.

У

1 1
-гТ —+ ——=У 

а = '[.

k п

Задача имеет решение, если k
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111. Задача сводится к решению системы: 
(т + t) V — tx = п, 

{т-\- t}v — ptx = — ,V'**'  *> J )

где л—скорость мотоциклиста, / — время'движения до 
которого момента времени".

2nv
л =-------------------------------------- --

п — 1) — imv (р — 1)

»не-

Ответ:

113. Ответ: а

114. О т в е т: а = 2

или а.

t = 10 сйл;.

112. Ответ: ——
Р

Р ± Ур^ + '^рд
2pq

м 
сек"^

115. Пусть /Ио — начальное количество первого вещества,. 
Х1 и Хз — константы, соответствующие первому и второму 
веществам. Тогда начальное количество второго вещества 

~ ” Тз —периоды полураспада первого и
так как = , то есть

равно 2/По. Пусть T-i, 
второго вещества. Тогда, 

1 , 1 .

как =
12. то Х1 = — log^ 2, Х2 = — log„ 2.

т^у
2 ’

Следовательно,.

'Р2 = 2X1.
Итак,

7-2

1
8

+ 2zno)

или
16 + 8а-^о^- -3 = 0,

1) а-2о^> = _1_
4 ’

а —20Х,

2) =

-4+8
16

3—----решении нет.

20X1 = 2, 

>•1 =
_1_
10 ■

Ответ: Т^ = 10,
116. Пусть X — путь со вторым мячом, X — весь путь плов*

ца. Так как пути, проделанные с каждым из мячей, равны, то
X = 4х - I.
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Пусть с — скорость реки, и — скорость пловца.
Тогда

Ответ: х — I

‘Ix — l
и-\- с

3fe — 1
k — 3

I.

+
u — с

х — 1 
с 

k — 1 
k — 3 ’

117. Обозначим через t время (в часах) от момента сооб­
щения до прибытия по расписанию (без опоздания) первого 
поезда, а через v — искомую скорость.

Очевидно, первый машинист был оповещен за 'о

от Ленинграда, а второй — за -у + 1 + 

стороны, эти расстояния равны соответственно (■у -Р уО t и 
(у -р Уг) (t -р 1), так как после увеличения скорости поезда 
прибыли без опоздания.

Решая систему

"ад ) 

60t»iV2

118. Обозначим: х — количество меди в сплаве, 
у—количество цинка в сплаве.

км. с другой

получим;v

По условию,
х + JV = а.

Потеря веса меди —
100

Потеря веса цинка —
. Общая потеря веса — + — = Ь.1ЛО ’ 1 пл100 100

100 ,

Решая систему
X -Р у = (2, 
pk + qy = 100/?,

получим;
X =

aq — 100& 1006 — я/) 

Ч — Рq — р

Задача имеет решение, если выполнены условия: 1) 
ар при q'> р, 2) ар'> 100Z? > aq при qЮОй А*,  2) ар 100 Z? Р-
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119. Ответ: Т,

120. Пусть

По условию,

а
Ь — а 
г

литр

г 
литр

c{d — а} 
(Ь — а) 

концентрация

Т.

раствора в первом
сосуде,

— концентрация раствора во втором 
сосуде.

Хл — количество раствора в первом со­
суде,

Ул — количество раствора во втором со­
суде.

Л -I- т =>»,
(х — гг) а -р пЗ __ (у — п) 3 4- па

у
Подставляя выражение у через х во второе уравнение, по­
лучим:

(а — р) х^ -р {т — 2п) (я — ^) л — /пп (я — р) = 0,
откуда

Х1,2 =

По условию, X

2п — т т'^ + 4п2 
2

0. Этому условию удовлетворяет лишь
2л — т + 7 т"^ -р 4л2

2

2п — пг -р p^пг^ -р 4л2 - ,

2л + пг -р zre'-^ -р 4л^

X =

Ответ: х =

V

121. О т в е т: а л.

вто-

2

к /? — к <?

122. Пусть требуется взять Хг первого раствора, уг 
рого раствора.

Пусть в 1 г первого раствора содержится я весовых 
частей йода. Тогда, по условию, 7-^—=А> откуда яа

' 1 -а

Итак, в 1 г первого раствора содержится Д
Р -Р 1

г йода и

Р
Р -Р 1 

1 
Д-Р1 

<?

г

спирта. Аналогично, в 1 г второго раствора содержится г
1_

<7-1-1
йода и г спирта.

9-р1
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I
По условию задачи, 

Р 
р +1 

X
7+1

•откуда искомая величина 
X  
у

Задача имеет решение, если—
: г < Q-
123. После прохождения через первый фильтр в воздухе 

-останется:

x + д 
g + 1 у

J
= Г,

г— </

Р—г
X
У

Р + -^ , 

q +1
> о, то есть 7 г p или

a — ak=^aO. — k) % СО 
через второй фильтр

й(1 — k) — ka^\ — а{). — kY % СО2 и т. д...,
■через /и-ый фильтр

2,

По условию, й(1—
т Г)

а(1 -
Ь,

logi-ft —.
а

Ответ: zn — наименьшее целое число, удовлетворяющее 
неравенству (*).

124. У Казание:
дущей.

Ответ:

Задача решается аналогично преды-

п
Т

125. Ответ: 20%; 0,1.
126. Введем обозначения:

л —скорость эскалатора,
■п — скорость пассажира при движении вверх по непод­

вижному эскалатору,
•1,35 v — скорость пассажира при движении вниз по непод­

вижному эскалатору.
Решение задачи сводится к решению системы

10
X + V

10

+
1,35 v — X

10
1,35 V — X

10
V— X

+
73,

= 262.

Ответ: 0,33 —• сех
188
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127. Ответ: (д — 1) рыбаков.
128. Пусть X и у—-стороны прямоугольника. Тогда, 

условию.
по

2 (л + у) = ху
или

I ■-
2х -Ь 2_у — XJ» == 0.

= 24-X =

I
li

!
I ;

^=2-Ь-±_. 
у-2 у-2

4 делится на (у — 2) лишь в трех случаях:
1) у = 6, тогда х = 3;
2) у = 4, тогда X = 4;
3) у = 3, тогда X = 6.
Существенно различных прямоугольников два.
Ответ: 6 и 3; 4 и 4.
129. Пусть X—число монет,

у — сторона квадрата.
Тогда у 4- 2 — сторона треугольника.

Составим уравнение:

X — у ~ (J' + 2) (у 4- 3)
2

т. е.
— 5j/ — 6 = 0.

Ответ: 180 коп.
130. 1 способ. С точки зрения наблюдателя, условно 

помещенного на флягу, пловец удаляется от фляги и прибли­
жается к ней с одной и той же скоростью v {v — скорость 
пловца в стоячей воде).

Отсюда очевидно, что догонял пловец флягу то же время, 
что и удалялся от нее, т. е. 4- часа.

3
Фляга проплыла 2 км со скоростью х, равной течению 

реки. Таким образом, имеем:
-|-х = 2, т. е. х = з(.
3 \ час J

2 способ. Пусть X—скорость реки,
v — скорость пловца в стоячей воде.

2

i

е. X = 3т.

Тогда
(г» — л) — расстояние, пройденное пловцом от Киров- о

ского моста до места обнаружения пропажи.

1
3

12+ (V —X) —
— время, которое пловец плыл по течению.3

•и + X
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Все время Т, которое плыл пловец до встречи с флягой, 
выражается равенством

2 + (г» —х)--^

Т=-------------- 1
+ -?•

3V Ч- X
По условию задачи, очевидно

т = -. X
Поэтому

2 + (и-л)-
О 2_

XV + X
1

+ т =3
или

vx — X? -Ь 6х + vx -Ь = бт) + 6х, 
2г,л = бт).

Сокращая на 2v(v^0), находим
х = 3<—У

\ час J

131. Так как время прибытия туристов определяется по 
последнему, то оптимальным случаем будет тот, когда ту­
ристы прибудут в В одновременно,  а для этого каждый 
из них должен у пройти и у проехать, затратив при этом

*

Доказательство представляем читателю.

= (ед. времени).

55

2 2

61»iv ‘ 3 1»

132. Обозначая через ti, и /4 скорости звука в пер­
вом, втором, третьем и новом стержнях соответственно, 
получим:

f t\ + ti -j- ti —■ t,
•1
2

^2+ ^8---  2

! + ^4 + ^3 =

( Л + G = ‘̂^3-
Решая составленную систему, получим:

* 3 '

Задача имеет смысл при Т
133. Ответ: 4 дня.

t.

*
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Тогда

134. Ответ: 15 дм и 32,5 дм.
135. Ответ: 3 часа и 6
136. Пусть /1 — время работы первого насоса (в часах), 

/2 — время работы второго насоса (в часах).

часов.

откуда

Й1Л + o-ih = п, 
Л- г2^2 =

t1 —

^2

П/-2 — ДаК

Д1Г2 — ДгП 

ttiR — nr-i

2 -— 1

Если в оптимальном случае Л и — время работы пер-
вого и второго насосов соответственно, то

/ -Ь a^t*2  = п,
1 г/, -Е г/, < R.

Решая эту систему (способом алгебраического сложения) 
и учитывая, что ai, а^, Г2'

О, т. е.
«2

(* *
*

о, получим:

качки

1. Если а/з —

1 1 то

/2<

ПГ2 — a^R

2 — 1

Й17? — пгх

2 — ^2  ̂1
,*

~ (—---- стоимость
«2 4^

11

21

от­

д. е. необходимо максимально, а /2 — минимально. Таким
образом,

la) если ai
п

^1 то24

16) если а, П то

д

Й1

^2 = 0,
В предположении, что ai 4-

*
h =

п

п — 24д1

О, то решение аналогично решению 1 
и получается из него заменой на и на г^.

3. Если aifo — аа^! = О ^т. е.-^ = —\ то насосы одина-

2. Если а,Г2 —

^2 =

ково выгодны в работе, и если-^ д,

а-х
24 или — <24, то может 

“2
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работать соответственно первый или второй насос. Если же 
и — > 24, и — > 24, а —— < 24, то а, - ~ -24, и-^

(^■2 fll-f-ag

Zt -Ь /2 =* п

4- ^2
137. Введем обозначения: л — искомое расстояние, 

t — искомое время.
Тогда время транспортирования второго понтона Z = —

Z — X
а

время его самостоятельного движения

X

V + U
(час). Все время

(*),

движения второго понтона:
X

X м

I — X 
и

До встречи буксира с первым понтоном с момента начала 
(час). За это время первый понтон

пройдет ------  (км), и ему останется пройти Z----------
V -Ь М V + и

Это расстояние буксир с первым понтоном преодолеет за 
(час). Тогда все время движения первого

движения пройдет
2mx

V -Ь м

V + а 
понтона

+ (1)

2х
V + и

(км), и ему останется пройти I —

1
V + и

(км}.

понтоном

2х А 1
v + a \, V + и/ v + и

По условию задачи, (1) = (2). Приравнивая (1) и (2) и под­
ставляя найденное значение х в (*),  получим: t —

138. Пусть Хкг — запас горючего,
Укг — количество горючего, истраченного при 

скорости реки и,
1км — путь вверх по течению реки,

час

+0 2их (2)

«1, «а-

31
Зи + V

— расход горючего на скоростях ^2 со­

ответственно.
Тогда

(1) Z = — ("^1 — «) = — ('Ог — и) при скорости реки

(2) Z 4- — - ku} =
^1

«1

X — Л

час
км^ 
час

(V2 — ku} при скорости реки —

* См. задачу 130 (1 способ).

192



1

Разделив (1) на (2), получим:

(Рз — ku) (Vj — и)
(k—\} (Рз —vju

139. Ответ: Если

Ответ:

X

х =

Р1 — ku
Pj — м

Vg — ku

и

Р\ 
Vi — с 

л = mln

А.

Р2
с

О и

^<0и/7>  ̂
Рз — С — с

140. Пусть X — время поездки на такси, 
и—средняя скорость поезда.

Тогда —---- расстояние, пройденное на

Если
V, — с

О и /7 , то /1 =

Л

Рз — с

I
с

, то

автобусе, а А

время поездки на автобусе; ■П; — и — относительная скорость 
такси или автобуса по отношению к поезду. 

По условию задачи,
(г»1 — и) X -Ь (г»2 — w) —= ut.А

(1)

На такси пассажир проехал 'Vix(km) и истратил (руб.).
Если бы он продолжал

-Н Л — .S (руб.), при этом поездка заняла
Следовательно,

ехать на такси,

lit 
i/j — а

ТО истратил бы 
часов.ut

V, — и

а{о.^х + Л — В = —— -^1^1. 
Vj — и

Решая систему уравнений (1) и (2), получим:

■'UgZ —X =

и

дМ — Дз (Л — В)
ajA (Vi — Рз)

Д1Л — Дг (Л — В)
ЛД1Р1 — (Л — В)

А —В

'Vt'V2.

(2)

141. Пусть /1, /г — длины поездов, -у,, 172 — их скорости.
Искомое отношение —- обозначим через х. 

^<1

Тогда из условия задачи получим:
^<1

I

<
V1 + P2 

^2 — h 
Рз-*-  Р, 

А

Л, /г, "Уз 0.

I
■^ = ь,
V2
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V2Учитывая также, что х = — , можно исключить три из
i'l

величин -П1, V2, t^, l2y при этом получается однородное урав­
нение относительно четвертой, на которую можно сократить. 
В результате получаем:

№ (Z —- т) — 2х ('С + 6) —• (^ -t- "с) = 0.
т -ь 6 + 1^1^ 4-0^ -ь 2т(1

t — т

■^2, I 11

Следовательно, Xi,2 = 
отрицателен, т. к.

. Второй корень

4-е + К/^ + ь2 + 2те 
t — тОтвет:

142. Пусть ---- скорость 1-ой модели при безветренной
погоде, 
скорость 2-ой модели при безветренной 
погоде,

Z1 сек ~ время полета 1-ой модели, 
£ сек ~ время полета 2-ой модели.

Тогда ('»! — «) ^1 — дальность полета Пой модели,
('^2 — u}t2 — дальность полета 2-ой модели, 

t = — £ и l = — 11} t^ — {^2 — и) t2,
= '^1^1 — + tit.

При безветренной погоде разность между дальностью полета 
1-ой и 2-ой модели равна

X =

сек

1^2
-И 

сек

X = — 'V2t2 = I — tit.

Таким образом, л О, если ZZ

X Q, если и

I _
t ’

t ’ 
I 
t

TO большее расстояние

X = о, если 11 = —

Ответ; Если м t '
I с— , то — 2-ая модель; если « = — 
t t

1-ая модель; если ti
обе модели пролетят одинаковое расстояние.

143. Пусть Л1 — сумма, истраченная на такси;
Лг — сумма, истраченная на автобус;
—— соответственно проделанный путь; 

i
—----- время поездки.

Пролетит
£
t '

то
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По условию задачи,
I л,О
0<Л2f

< Л1 + Л; с л.2
(■Пх — и) + (1)2 —и) = ui-А

^хИх

Vi — и 

‘^i '^i
Обозначим для краткости bj = —- — расстояние, . на ко­

торое можно приблизиться к велосипедисту на такси (i = l), 
на автобусе (г = 2), заплатив один рубль, 

л иг 
^2

д _ “ __д■^2 — Г — Г ^1-
bl

Исключая Лг, получим:
Л 

ut bl .
f О i>
j 0 < — — Л1, или Л1 < bi bi *

I
1. bi — bi

bi

ut
bi bi " b,

~
0 (t. e. выгоднее ехать на автобусе), тогда

ut

ЛЙ2 —

о

Л1

Эта система совместна, если

‘ 6,

Дд; — ut 
bi — bl

Abi — ut 
bi — bl

> О, т. е. Л^2 — li-t О,
тогда

2. Z>i — bi

д&2 — и/ 

bi—bl

о (т. е. выгоднее ехать на такси), тогда 
ut

Abj — ut 
bi — bl 
Abj — ut 
bi — bl

0<Ai

Лх

Эта система совместна, если — т. Aby ut.
ut

13*
Ли1

1 = —
bl
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1

bi — b2 (автобус и такси равноценны), тогда 
АЬ2 — ut

о Л1
ut 
bl

Таким образом, при

Ответ; Если Z>2

ut 
bl

И Л

utUt « ___ ut
Т — г

ut

то л, = min ,\ь,

Z), и л

— и/
bi — ь,

и!
bl

то Л,= ----
bl

в остальных случаях поручение выполнить нельзя.
144. Пусть за выигрыш начисляется а очков,

X— количество очков, набранных последней командой, 
п — число команд, целое; а, х, п^ 0.

Тогда общее число разыгранных очков равно, с одной 
п(п — 1) / /1(Л — 1) \ _стороны, <3;——^(где --------число встречу; с другой

стороны, так как очки распределились в арифметической 
прогрессии, то, обозначив ее разность через d, получим 
пх 4- d d = ka, k

то = —

n(n- 1)
2

n (n — 1)
2

n(n — 1)
2

о — целое число, так что

пх + ka n(n —1)
2

А
Ьх

= а
2

Таким образом, 

пх = (1 — k} а , т. е. — = (1 — k)T. e.^=(l-yfe)^.
2 a ’ Ч

откуда для k две возможности: ^ = 1, A = 0. Следовательно, 
либо х = 0, либо л =

145. Пусть л —искомое время и / — время полета на пер­
вом режиме. По условию задачи,

2
откуда

г
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Начальная скорость ракеты при полете на втором режиме 
будет равна

= или 7^0 = 1^ 2Z[ai.
По условию задачи, получим:

-------- Й2X^
A = l/2Aai’x+

или
а2Х^ -Ь 21/ 2AaiX — 2А = 0, 

—2 К2hai + К 8/гй1 -ь Sha^ 
2а2

о, то

Х1,2=

S 

2v

Так как необходимо х
К2/г (Кй, + «2 — Ка^ 

а‘^

146. Обозначая скорость велосипедиста на первом круге v, 
получим:

V + а — скорость велосипедиста на втором круге;
----- время, затраченное велосипедистом на прохожде- 
2'j

ние половины круга от точки, диаметрально про­
тивоположной старту, до точки старта;

5

2 (и + й)

I

— время, затраченное велосипедистом на прохожде­
ние круга от точки старта до диаметрально про­
тивоположной ей точки (второй круг).

По условию задачи, имеем:
Н------ -----

2v 2 (v -Ь а)

Решая уравнение относительно v и выбирая положительное 
значение ■о, получим:

t.-^ +

— at + ys^ +
2t

сыысл, и 7» выражается тем

5
V =

0.
Замечание: Задача имеет 

же соотношением при а
147. Пусть S — весь путь в один круг,

X — начальная скорость первого велосипедиста.
По условию задачи, составляем уравнение:

55 5,5 , 5
X '

или, после преобразований,
— Зах — = 0.

+=- + й + X 2а + X
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так как х

V

Решая последнее уравнение, получим
= f (3±КЗ^

о, по условию, окончательно имеем:
4 = 1 (3 + КЖ

148. Пусть корабль и частица столкнулись, и расстояние 
от частицы до точки А в момент ее обнаружения равно х. 
Тогда за одно и то же время t корабль прошел до точки А
расстояние s = -ViiA- —,

Решая относительно t

s=vd-\-----
2

а частица — расстояние x = 'V2t.

t =

Vi

X =

и подставляя полученное
— V1+ + ‘̂ O-S

а

ВО второе уравнение системы, получим:
V + “las — 

---------------—

Ответ: Искомое расстояние должно быть больше, чем 
К V] + “las — 

Щ --------а

§ 14. Разные задачи

п
уравнению

251. 1. Пусть корень уравнения ——несократимая дробь п
1). Тогда он должен удовлетворять

—На—+1=0 ИЛИ-----Н ат + /г = 0.
п п

Так как {ат + п},— целое, а------ дробь, то предположение
п

неверно.
2. Пусть корень уравнения т — целое число. Тогда: 

/№ + ат +1=0 или т + а Ч—^- = 0.
т

Так как (тга + а) — целое, а —---- дробь, ибо | а | =/= 2 то пред-
zn

положение неверно.
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252. По теореме Виета,
(х, + Хз)^ = 4 — 4р + 1
2х,-Х2 = 2/7 —6 I

Xi -I- Х2 = р^ — 6р + 10 = (р — 3)2 + 1.
Ответ; mln (х? + Хг) = 1 при р = 3.
253. Допустим, что данное равенство есть уравнение. Не­

посредственно видно тогда, что корнями его будут а, и с.
Рассматриваемое уравнение есть уравнение второй степени. 

Так как число корней превышает степень уравнения, то урав­
нение является тождеством.

254. Корни будут рациональными, если дискриминант — 
полный квадрат

D = (1 - 2kY - 4& {k - 2) = + 1 = ,

где т и л —любые вещественные числа, но п^О.
Из последнего равенства получим:

, k ------
4л2

Очевидно, что условие вещественности корней при таком k 
выполняется всегда.

255. По виду второго уравнения устанавливаем, что
о, ух — X = xCv — 1) > о, у = ух — X, т. е. у = ““j'
Предположим, что

Х, + Ха = 2 — р
Ху‘Х2= р —

X— 1

2 ‘

Тогда из первого уравнения получим 
х^ + X + 1

(1)

т. е.

Переписывая (1) в виде
X

X—1

1,

0. (2)

получим
X "j- 1 
X—Т

что противоречит (2).
Пусть теперь

О, т. е. |л| 1,

У

у

- 1 X

2^ 
2

2

О <у 2
2 ■ (3)
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Тогда из первого уравнения следует
X > о или л < — 1.

Но при X > о, из условия х(_у—1)>0, следует у 
противоречит (3), а при х < ■ '

X 
V =----- ;

(4)
1, что

— 1 не выполняется условие

X—1'2’

Таким образом, система решений не имеет.
256. Обозначим

х-2 
х + 1 (1)

тогда
« + 2X = -----  у

и, подставляя (1) и (2) в исходное равенство, получим: 
2/(/)+/(у) 

»-» /О\ 1_UdMcniin п t' г\а.~
2y(|) + /W

Решая совместно (3) и (4), получим:
/Ю =

Заменяя в (3) t на-^> получим:
= L+2L, ~ Z —1 ’

4Z + 5 
3(1-0

(2)

(3)

(4)

< + 2
1 —Z '

или
4х + 5 

3(1 -X)

-Ч = А +

/w =

2S1. 1. Умножая обе части равенства на (х—1), получим: 
1 _ .

х + 1 X “Ь 1

Последнее равенство, будучи тождеством, справедливо 
при любых значениях х, в том числе и при х=1.

Подставляя это значение х в полученное равенство, будем 
иметь:

2
Аналогично, умножая обе части исходного равенства на 

(х+1) и подставляя х = — 1, получим:

В=---

2. Выполним те же действия, что и в предыдущем примере.
а) Умножая обе части равенства на х^, получим:

-Ц = Л + 5х + •
X — 1 X — 1

= Л 4*  Вх -f"
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Полагая л = 0, будем иметь:
Л = -1.

б) Умножая обе части равенства на (х — 1), получим: 
Л(х-1)1

-2 + В(х-1)
X

+ c.
Полагая х=1, найдем:

C=l.
в) С учетом найденных значений А и В будем иметь:

1
Х2(Х—1)

1
+ “7 ~

Х^’

1__
х — 1

В
X

или
1

%
—; 5 = -1. Л

3. а) Умножая обе части равенства на {х + 1), получим:
1 

Х2—х+1 
Полагая л = —1, найдем:

= Л +
(Вх + С) {х + 1) 

х2 — X 4- 1

Л = 1.
3

б) Подставляя найденное значение А, преобразуем левую 
часть исходного равенства:

1 1 3 — х2 + X — 1
хз + 1 3 (х + 1) 3 (X + 1) (х2 — X + 1)3(х + 1)

(X - 2) (X + 1)
3(х + 1) (Х2-Х + 1)

__ 2 — х2?:4--Х____
~3(х + 1) (х2 —х + 1)

1 2
~3

Х2 — X + 1

Итак,
1 2

~ 3 3

— X + 1
5х + с 

х^ — X 4- 1 ’
т. е.

С = 1; 
3 3

259. Ответ: («1 + «2 + — + = а? = аг + ... + «« +

п п

+ +2 2^2^;/ + ... + 2a„_ia„.
/=2 /=3

В= - С^-

к



РАЗДЕЛ II

ТРИГОНОМЕТРИЯ

§ 2. Тригонометрические уравнения

276. Указание. Уравнение сводится к квадратному от­
носительно функции sin л.

лР =4(-1)‘ + А:гс*.

2П. Указание. Уравнение сводится к квадратному от­
носительно функции sin 2л, один из корней

arcsin (2 —

- ' ±
16’

2_
8 ’

Ответ:

Ответ: х,
ft. _ (-1)'

'к — 2

278. sin л-cos x(sln^л:—cos^л:) = —

sin 2л-cos 2л = —

1.

2_
4 '

Ответ: Лд, =1)*+*  arcsin-^ +

Преобразуем данное уравнение:
6СО8^Л-31П^Л — (sin^ л + С08^Л) = cos л

sin 4л = —

или
8 COS^ Л-81п2 л — 1 = cos л,

2 sln2 2л — 1 = cos X, — cos 4л = cos х, 
о 5-*̂ Зл— 2 cos — • cos — = 0.

2 2
— 2 cos — • cos — = 0.

Ответ:
„ч л 2^я •О' _ 7t ikn

3 "Ь Q3 3

* 
оговорок.
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(
■>

9.

280. У Kjaза н и е. Уравнение сводится к квадратному от- 
носительно'функции созбх, один из корней 

Ал 
з" 

1 
cos*x

0«н т в e т: Хи = — Q

281. Имеем: sin^x
cos^ X

1

или
1 — sin'*  X = 1 cos*  л,

1. .

COS X
Далее: cos^x(2 — cos2x) == 7 cos*x,  

cos^x(2 — 8 cos2 х) = о, 2 —8cos^x = 0.
О т в е т: Xj = Alt + — •

— 3

282. Указание. Необходимо перейти в уравнении к ар­
гументу X, используя известные соотношения:

cos Зх = cos® X — 3 cos X sin^ х, 
sinЗх = 3cos^x•slnX — sln®x. :• . ‘ '

Получим:
(cos^ X — sln^ х)® = cos® 2х = 0.

TZ kitОтвет: х^ = - + -^.
11 -

283. Разлагая по разности квадратов, получим: ■ ■. ■ 
cos X (5 sin X — cos х) (6 + 5 sin х cos х — cos^ х) = 0.

а) cos л = О, х*  = Alt + 2 •

б) 5 slnx —cosx = 0.
5 tgx — 1 = 0,

(2) >Xk = Alt + arctg у .

в) 6 + 5 sinX'cosX — cos^x = о — уравнение сводится к одно­
родному уравнению вида:

6 tg2 X + 5 tg X + 5 = 0.
о, следовательно, уравнение корней не имеет.

Ответ: х* ’ = x-it + у,

х<^2> == Art + arctg •

Здесь Z)

.(1)

1
5
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284. Имеем: sin2x = (slnx + cosx)^ — 1. 
Обозначая slnx + cosx = j/, получим:

5 (y^ — 1) + у = 1 или + у — 6 = о, 
V1 = b J^2 = — 1>2.

a) sin X + cos X = 1, sin I x+ — ^-y-’

. . I.

к

б) sin X + cos X = — 1,2, sin
71

4” 7 К-1)^-1] + ^^.

При k четном Хл’= 2пг:.

При k нечетном Хл)=2«тс+-^, и. — любое целое число.

^х + Т)__о,б/7

Xft^’= —1)*  arcsln (— 0,бК2) + kr..

Ответ: х*  * = 2Ы, 

х^)= >

Xft’=1)* ’ arcsln (—O,6|^ + Air.

285. Имеем: sin2х = 1 — (slnx — cosх)^.
Обозначая slnx — cosх = у, получим:

5 (1 - 1 + J/2) - 16у/ + 3 = о или 5У - 16j^ + 3 = о, 
о 1V, = 3, 5^2 = у

I

1

а) sin X — cos X = 3.
Уравнение решений не имеет, так как необходимо: 

I sin X — cosx| < V 2.
* / " \ ИТб) slnx —cosХ = у, sin( X —

x^i = -^ + (— 1)*  arcsln + Ы.

286. Имеем:
(1) (1 + sin 2х + (1 — КЩ cos 2х = 1 + sin 2х — cos 2х-V 3 

cos 2х + И 3 sin 2х

или
(2) [(1+КЗ) sln2x + (l—КЗ) cos2x] [cos2x + 

+ 1^3 sin 2х — 1] =0.
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I
Уравнения (1) и (2) равносильны, так как корни уравнения 

sln2x = 0 не являются корнями уравнения (2).cos 2x
- a) (14-1^ 3) sin 2x + (1 — cos 2x = 0, 

tg 2x = 2 - КЗ?
1 _ f ' — kit It

xi’ = y + yarctg(2 —K3) = y +

3 sin 2x — 1 = 0,

kiz
X'k

б) cos 2х + 
1—2 sin® X + 2 V~3 sin X cos x — 1 = 0, 
2 sin X (К 3 cos X — sinx) = 0, 
sin X = 0, X® = kr:.
К 3 cos X — sin X = 0, tg X = l/~3,

xT = Лтс + -3 •

2^1. Имеем: sin 2x = (sin x'+ cos x)® — 1. 
Обозначая sin x + cos x =j/, получим:

(у® — 1) + 3y = 4K2 или J»® +
sKY 

2

31/2
2 У -5 = 0,

a) sin X + cos X = —

6) sin X + cos X =

— К 2, что невозможно,
ТЕ '
7

1 П

5^1 = -

= 1,

1

1
2

, У2=К 2.

5 к 2" 
2

2, sin (^x + 
7t

X^ = у + 2^.

288. 3 sin X (1 + cos x) — cos x — 1 = 0, 
(1+cosx) (3slnx —l) = 0.

Ответ: x**  = (2k + 1) тс,

Хй’=Атс+ (—!)*  arcsin = • О
289. Указание. Так как sln^х + cos' х = 1 — — sin® 2х, 

то уравнение приводится к квадратному относительно функ­
ции sin 2х.

*

О т в е т: xV’ = ■^ + kr:, Xk^ = у +(-!)*  ■

290. sin X sin 2x sin 3x = — sin 2x cos 2x,
2

sin 2x (2 sin X sin 3x — cos 2x) = 0,

290. sin X sin 2x sin 3x = — sin 2x cos 2x,
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ruiq sin 2x(cos 2x — cos 4x — cos 2x) = 0, 
i V ': I'.': ■ Sl n 2x COS 4x == 0.

ЙП (2) (2^+l)'n
T

4x — —^J-sln —1=
18? 6 J

sin ^4x — = — 1.

Ответ: Xi, = ~ к о

■|"

Ответ: х*  = ,

1291. 4-[sln
2

.(2)_Xk’ =

4 ’

OkTt 7t T в e t: Xk ---------- \ ** 2 9

292. Преобразуя произведение в сумму, получим;

i (cos X + cos 5x)= у (cos X + cos 1 lx),

cos 5x == cos 1 lx.

3 •

293. Преобразуем левую часть:

1 +

— (cos X + cos 5x)= — (cos X + cos 1 lx),

Ответ; /гтх

== 1 +

2 sin X (cos 2x -f- cos 4x -j- cos 6x) __ 
sin X

sin 3x — sin X + sin 5x — sin 3x + sin 7x — sin 5x 
sinx

sin 7x — sin X
sin X

= 1 + sin 7x
sin X

kiz
Ответ: x^ = —{k^ln, ti — любое целое).

294. Преобразуем уравнение:

— (1 + cos 2x + 1 + cos 4x + 1 + cos 6x + 1 + cos 8x) = 2,1
2

COS 2x + cos 4x + cos 6x + cos 8x = 0, 
2 cos 5x cos X + 2 cos 5x cos 3x == 0, 

cos 5x (cos 3x + cos x} = 0, 
cos 5 X cos 2x cos X = 0.

Ответ: x^’>= {2k + 1), 

42>=^(2A:+ 1),Ч 4' 
x<3) = ^ (2yfe+ 1).
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I

1^5. 2 sin 2л cos л + sin 2л = 2 cos2 л + cos л, 
sin 2л (2 cos л + 1) = cos л (2 cos х + 1), 
(2 cos л + 1) (2 sin л — 1) cos л = 0.

О т в е т; .

i f
J

2те
3 ’

X(2,_^^ + (_

f 1 + cos 2л \2 < 2 )

xf?> = Ате •

296. Преобра.зуем левую часть;
cos^ л + COS'*  ~ у) (

! f те\\2/ 1 + cos (2л — J \ 

"2 !

Уравнение принимает вид:
cos 2л + sin 2л + 1 == о

+

3 + 2 cos 2л + 2 sin 2л+

ИЛИ

2 cos л sin л + 2 cos^ л = 0, 
cos л (sin л + cos x} = 0.

Ответ: л<^9 = (2k + 1),

==k^--
4

297. 1 — cos 2x V 1 / 1 + cos 2x
2 ) \

2 + 20 cos2 2% + 10 cos^ 2л

5 5 29= — cos'*  2л:,
16

= — cos'*  2x,
32 16””

24 cos^ 2л — 10 cos^ 2л — 1 = 0, cos^ 2л = £
2 ’

Ответ: =

1
2

2fe + l
8

1 2^
2 '

—1 cos 4x = —
2

cos 4л = 0.

298. Имеем:
sin Л
cos X

I cos л 
sin X

_ 4
I

2 
sin 2л “ уз

т. е.
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то

О,
4 (/"Т ktz п

sln2x = -i^, х<1)=- + (- 1)*-.Из <2 “ 2 ' 6

О,

то----------
sin 2х

, sin 2л = Гз
2

felt . я

, хга =----- (- 1) -•

а) Если sin 2х
2

sin 2х

б) Если sin 2х •
2 4

Окк , я твет: Xt= —Н — •
' 2 “ 6

299. Указание. Воспользоваться соотношением 
а sin X + й cos X = Л sin (х + ср).

Д
4 '

тс + ср

2 '

где угол ср определяется из условий:
. 5sin ср = — , 

13

Ответ: х^’ =
2*

Л^^>= kv: +

Sin ср = — COS ср = — 1?
13

300. о. Д. 3.

’^ctgx#-^(2/z + 1),
2

1
2 ’

ctgx^n + -

1г tg X 7^ тст,
т, 

где п, т — целые числа.

■л: ctg л = — — тс tg л + ТТЛ, (*)2

2
2

tg X + 1 = О

(здесь пользуемся тем, что tgx = 0 и ctgx = 0 не являются 
решениями (*)).

tgl.2 X =

+ 4й - 15

1 

tg-«
— tgx + ^, {k — целое число)

(2й + 1) + К4Й2 + _ 15
4

0; А1.2 =
-2 + 8

4
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Teilepb необходимо исключить целые k, лежащие в корневом 
/ 5 3 \промежутке ( “

-1, о, 1.
Заметим далее, что если одна из частей исходного урав­

нения обращается в бесконечность, то и вторая должна быть
бесконечностью, т. е. достаточно проверить, что tgx^zra, 
где т — целое.

Чтобы ft было целым, необходимо, чтобы /те = + 2.
При этом получаем: ft = 2, ft = — 3.
При таких ft имеем:

5 + 3
4

k = 2 (tgX)1.2 = ; (tg-«)t = 2 (не подходит);

I

i
k = ~ 3 (tgx)i.2 =

(tg-«)2 = -5-;
-5 + 3

4

. „ 2 ’

; (tg-«)i = —2 (не подходит);

2_
2

I
O T В ет:

(tg-X)2=-

(21fe + l) + K 4ft2 + 4;fe —15 
4

где ti — целое, k —целое., не равное 0, + 1, +2, — 3,

± arctg

='Rn + arctg

± arctg у,

301. Указание. Главное в этом примере исследование, 
которое проводится аналогично предыдущей задаче.

1+2А: + К(1 +2fe)2 —64

где n — целое.

Ответ: Xk.n = n-K-}- arctg

a:„ = ад + arctg 8,
где n — любое целое число, A — все целые числа, кроме 0,

4z 2, Чз и8.
302. Имеем:

2 sinx cosx4-3 cos^x —3 sln^x = a
или

2 tg х + 3 — 3 tg2 л = а (1 + tg^ х), 
tg^ X (а + 3) — 2 tg X + (а — 3) = 0, 

1 ±1/10—, 
л + 3

4
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/ 1

Решение возможно, если |a[<F^10.
(1) А , А i “i* 16— x,> = feu4-arctg- -^,^3Xk = + arctg

Особый случай: о = — 3.
Исходное уравнение принимает вид:

sin 2х + 3 cos 2л: = — 3.
Переходя к аргументу х, получим:

cos л: (sin X + 3 cos х) = 0.

х®= fell + -2 , = feir + arctg (—3).

Ответ: При 1а|<К10 —3)

X* ’ = feu + arctg
'21 + К10—д' 

д + 3

При а — — З = fe’’^ + Y;

X® = Ы-\- arctg (— 3). 
При |а|>1^10 решений нет.

303. Перейдем к аргументу 2х с помопгью соотношения: 
sin^x + cos^x = (sln2x + cos2x)2 — 2sln^x cos^x =

= 1 —- sin2 2x.
2

Получим после равносильных преобразований: 
sln2 2х — 2 sin 2х — 2 (а + 1) = О, 

(sin 2х)1 = 1 + К 3 + 2а , 
(sin 2х)2 = 1 — к 3 + 2а.

1.a) sin 2x = 1 + КЗ + 2a

Это возможно лишь при 3 + 2а = 0, а = — 
Тогда

2

КxV’ = feu + •4

б) sin 2л = 1 — КЗ + 2а.
Должны одновременно выполняться неравенства: 

3 + 2а > О, II - К3 + 2а1<1.0. |l-K3 + 2al
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1

отсюда

3

)!
12

2 2 (J ■'

Ответ: При — — ■■ 1
2 2

1

При а и а

+ If arcsin (1 -1^3 + 2аЯ. i

и a> решений нет,

304. Указание. Уравнение сводится к квадратному от­
носительно функции cos 2л. Исследование решения произво- 
ЛИТРП Л/оЛ- ’rt TIt->a ГГТ Т mriTTIIXZдится, кай в предыдущих примерах. ..........

" . . 1 — cos 2а + cos^ 2а + 4 cos 2а

:П1 llrt^ . /t i
а Й7:‘+

Ответ: + у arccos
it 

при условии кт: + -g-

305. О. Д. 3.: cos (л —а) ^0; ла + у (2/и + 1).
Запишем уравнение в виде:
(1 + к} QQ3 X cos (2л — а) = cos (л — а) + к cos 2л cos (л — а.).

Преобразуя произведение в сумму, получим:
к I cos {х — а) — cos (л + а) I = cos (л — а) cos (Зл — а)

или

а) sin л = о, л^’*
б) sin (2л — а) = к sin а.

тогда

к sin л sin а = sin (2л — а) sin л, Г' 
sin л 1 sin (2л — а) — sin а I = 0.

ТС •'
= пт:, при а ф пт: — у + 1),

а 1 Tin
= У -Ь (— I)' - у arcsin (/г sin а) -Ь —,

что возможно при |Aslna|<;
306. Уравнение сводится 

функции cos 2л:

..Лл
.(2) _

1, С учетом О. Д, 3.
[ к квадратному относительно

2а cos^ 2л + cos 2л — 2а = 0.
Отсюда:

(cos 2л), =

(cos 2л)2 =

- 1 + К1 + 16гг-^
4а

- 1 — 1<1 +
4а
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a) cos 2x =

1 + 16a2

— 1 + V1 + 16д^ 
4а

о всегда, кроме того должно быть;
I — 1 + V 1 + 16а2
I 4а 1.

Решая неравенство обычным образом, получим: 
а —любое число, не равное нулю.

— 1 — К1 + 1ба^ 
4а

— 1—ГТ+16а2
4а

6) cos 2x =

Неравенство 1 не выполняется ни при

каких а.
Особый случай: а = 0.
Исходное уравнение принимает вид:

. о 1 Sln2x = — ,2

Отве’т: При а любом, но не равном нулю,

X*'  = +у arccos .

X^k = ± J -
4a

При а; = 0
307. Имеем:

sln^ X + cos*  X = (sin2 X + cos^ хУ — 2 sln2 x cos^ x = 
= 1—2 sln^xcos2x,

sin® X + cos® X = (sln^ X + COS^ x) (sin*  X — sln^ X cos2 x-f-cos*  x) = 
= 1—3 sln^xcos^x.

Таким образом, уравнение можно переписать в виде; 
1—3 slп^xcos^л = а (1 — 2 sln2xcos2x),

т. е.
sln^лcos^x = a — 1

2a-з’

a — 1
2a — 3 ’sln^2x = 4

что имеет смысл при

о 4 a — 1 
2й —3

1.
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Решение этого неравенства дает 
2_ 
2 a 1.

3
Особый случай: ’

Уравнение приводится к виду:

г г..-:::... ’ ’ '

Особый случай: а = —

1—Зsin^л:cos^x =----- 3 sln^x cos^x,

т. е.
1 = ^2 '

ЧТО невозможно.
Ответ: При < а

£
2

I
2

При a

308. Имеем:

l1 I * ■I Xfr = —+ — arcsin
* Q ----- п

и а

Ля
2 — 2

I решений нет.

sin X cos — + sin — cos X + sin X — m sin — = 0,
2 2
+sln (cos X — /п) + о,

2 ■

Sin X + COS

sin — 2 cos — + 4 cos^ — I — m — 0.

X
”2

2 2 2

1) sin ^ = 0, Хй^ = 2^я.

2) 4 cos2 -^ + 2 cos — (I + zn) = о,

— I 4z 5 ”Ь 4/я
4

2

a) cos - =

2
X COS— = _
2

— I + 5 + 4zn
’ 2 4

Должны одновременно выполняться неравенства:
5 + 4/и > о,

— I + |^ 5 + 4/п—I
Решая эту систему неравенств обычным образом, получим:

5
4

-- < m 5.

I.
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При этом условии X* ’= 4^11 + 2 arccos
— 1 — lA 5 f

— 1 + Vs + 4/Л
4

6) COS f =---------------------

Должны одновременно выполняться неравенства: 
5 + 4/ге > О,

■ I - 1 - Г 5 + 4от
4

1.
Отсюда

__ _5
4

При ЭТОМ условии x*'  = 4Air + 2 arccos

Ответ: При — < /и < 1 х^‘^ = 2^it,

т 1.
— 1 — К 5 + 4ot .

4

.(2,3)

т 1

== 4&tc + 2 arccos
При 1

X* ’ = + 2 arccos

т

— 1 + 14 5 + 4zn 
4

5 Xj = Чк'к,
— 1 + 145 + 4zn

4

— — X = 2^Tt.
4

При т
309. Имеем:

(2 sin 2х — Ь cos 2х + + />2 sin 6х = 0.
Используя известное соотношение:

а sin X + Ь cos X = Л sin (х + ср),

5, /п

где
А = К + Ь"^,

а угол ср определяется из условий:

sin ср = — , СОЗ :р — — , 
д л

sin ср = — ЬCOS cp = —, T. e. cp — arctg — > 
Л a

получим:
sin (2х — ср) — sin бл = О,

sin

1

4x + c(i
2

ft
a

cos

4”=^--arctg-.
2

310. Имеем:
4

8x — cp
2

2k + 1
8

= 0.

1 ft« + - arctg - • о a8

1
cos X + 1 

sin X
4—;--------- == a.

sin XCOS X (1)
1
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Отсюда
sinx-Ь cosx 4-1 =aslnxcosx. (2}

В уравнении (2) могут появиться посторонние корни вида 

х^ == kiz и Xj^ = Атс Т , 

уравнение (2):
их мы потом исключим. Преобразуем

sin X + cos X + 1 = — [(sin X + cos x)'^ — 11.. . . . 2 _

Обозначая sinx + cosx = _у, получим:

(? + ')=“■Л 9

У1 — - 1, У2
й •]- 2 

а

а) sin X + cos X = — 1,

FTsin (x + -j)

При k четном x = Air —T . Это решение подлежит исклю­
чению.

При k нечетном х^к-л, что также исключается.
а -j- 2

а

Установим, при каких а это уравнение имеет в качестве 
решения sinx = 0 или cosx==0.

Если sinx = 0, то cosx = + l> если cosx = 0, то sinx = 
= + 1 И’ следовательно, надо исключить те а, для которых 
—^ = + 1- Легко видеть, что это а= — 1.

?^,х, = ^^-|(-1)''+1]7-

2

6) Sinx + cosx

й + 2
а

При а= —1 уравнение не имеет решений.
При а 7^ — 1 имеем:

sinx + cosx =

Sin ^х +

— — + (—1)*  arcsln

Й + 2
й

й -4" 2
йК'з ■

4 
й + 2 I 
й K'S I

й + 2 
й /"г

— + k-rz. что возможно лишь

1, т. е. а -2(К2-1) и а 2(К2 + 1).при
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311. Из второго уравнения, используя первое, находим:
1 COSX-COSJ/ = —•4

Исходная система привелась к равносильной:
1 COSX-COSJ/ = —,

sin X • sin у = —. . 3slnx • slnjz = Y’

Складывая почленно уравнения этой системы, а затем вычи­
тая их, получим новую систему, равносильную данной:

cos (х — J/) = 1, 

cos(x + v) =—
Отсюда;

2 ■

X — у = Чкг:,
. 2к
“ 3 ’

л =

X + _V = 2nit + ~ •
к
3 ’X/!. Л == (^ + «) ±п — V''' J / “• I i

о

к, п — любые целые числа.
312. Преобразуем первое уравнение системы;

1 — cos 2х , 1 — cos 2у  3

COS (х + y)-cos (х — J/) = у

1 — cos 2у 
2

у, cos(x + y)-cos(x—=

cos75°’COS(х—j/)= Y(использовали второе уравнение),
1  1  cos 15° __

4 cos 75° 4 sin 15° 4 sin 15° cos 15°
_ cos 15°
“ 2sin30‘

Итак, cos(x—J*)  == cos 15°. Исходная система имеет вид:
X-v = 360°-^+15°, 1
х + у = 75°. 1

2

COS 2х -Ь cos 2_v = -^
1
4 

cos(x —у) =
I® 4 sin 15‘

cos 15°.

Отсюда:
Xi

+

л

4

y’*>  = - кл +-^ = (1 - 6Z;);
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X* ’ ’= Tzk + g- == (6k + 1) .

у)?'=-кЛ+ ^ = (1 -4^)^.
4 4 J

313. Разделим первое уравнение на второе:

tgx = — (cosл4о, cosy40. т. к. «40, Z»40).
b

Тогда
= arctg — + ksz =

b

= arcsln

а
Ь

а^-1 + 4-
Ь'^

4- йт: = arcsln а I fc|
6 4 «2 +

+ kr..

Из первого уравнения находим
(- 1)*Ка2  + Zz2
(- 1)*+Va2+  Z)2

Таким образом, если Ka2 + Z)2
У*,  я = i arccos [(—+ Z>^] + 2/гтс при Z?

cos j; == при Ь
при Ь

1, то

Q, 
0.

0
или

П = i arccos [(— 1 )*'*' ’V a'^' + ^2] + при Z» 
Если J/

Ответ: 1) если

0.

Vk, n

1, то система не имеет решений.
1, то х^ = arctg у + TCjfe,

= +arccos (—+ Z>2 + 2итс,
Й

2) если
ь

1, то решений нет.

314. О T в e t: rr (2A + 1)

§ 3. Разные задачи

— тс + ‘2.'кк, ‘2,'^kX
6

X -+2к/е.
3

315. Имеем:

2Й1Г + -
3

4тс
'з 

.^4-13k

2тс--- cos ТСЛ •<---- 1- 2ЙТС3 о ' »
: . 1

3
3k1cos тех 4 + ^-2 4 2

Пределы изменения для k выбираются из условия | cos тсл |
4 2

1.
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Получаем — 1 ; k
1
4 '1) при k = О —

0, где k — целое число: 
, £

--- ' 2 ’cos TtX< —
отсюда

2тс n-V —
3
5

KX
12’Rn, + arccos — ;
4 ’

2) при k = — 1-----< cos KX < — 1,
4

отсюда
cos тсх = — 1, КХ = к + хО = 1 + Чп.

Ответ: Хп'= 1 + 2/г, 2п + i 2“ ’ 
О2/r “1“ — v'

£
4 ’

2/г Ч— arccos — к
где п — любое целое число.

316. Выразив sin а и cos л через tg » будем иметь:
a

откуда

a 2tg-
2

1 + tg^ 4
2

+
а 

1—tg’ J 

l+tg^4
2

ГУ
“ 2 ’

(K7 + 2)tg2^-4tg-^ +
' ' ® 2

Решив этоЗуравнение, найдем:
/ , а \ 3

КГ+2 
тс

1 — cos —

ГУ+2

2
7-2 = 0.

7-2,

_ Г7-2
“ 3

Так как tg —
8

0<tg^<tgy
2 8 ’

а
TO

4 2—1, a no условиюте 
sin —

4

решение Г 7 — 2 следует отбросить.

Г7-2Ответ: tg ^ = -
317. Имеем:

3

2
те
?

5те
т

1
И У

1___

ГУ '
1

a

5a

п

5те (1)
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Cos 5a равен вещественной части разложения 
(cos а + I sin a)5 = cos 5a = / sin 5a.

Поэтому
cos 5a = cos® a — 10cos®asln2a + 5 COS a-sln"*  a =

= r-U-Y-10 —U
ЧГЗ/ 3(КЗ)3 9КЗ 9КЗ‘

Так как cos 5а>
верти. При этом

- 10 + =
3(K 3)2

0, TO ввиду (1) угол 5a расположен в 1 чет-

tg 5a = V sec^5s — 1 = 11К 2.
318. Имеем:

sin'*  X + cos*  X = (sln^ X + cos^ х)2 — 2 sin2 x-cos^ X =
__ I ___ sin2 2л
~ ~ 2 ’

Sin 2x = (sin X + cos x)^ — 1 = — 1.
Следовательно,

sln*x  + cos*x=  1 (а2—1)' 
2 2

319. Возведем оба равенства в квадрат и сложимТих по­
членно:

|2 1 + 2a2 — a*

cos^ а + 2 cos a-cos р + cos2 Р = , 
sln^ а + 2 sin a-sin Р + sin^ Р = Ь^',

2 + 2 cos (а — р) = + Ь^,
, п, й2 + г>2 cos (а — Р) =---- ---------1.й2 + Ь'^ 

2

Перемножим теперь оба равенства:
cos a-sin а + cos a-sin р + sin a-cos p + cos p-sin p = ab-, 

, t 1 I sin 2a + sin 23 ,sin (a + p) H--------- ------- S- = ab.sin 2а + sin 2р 
2

Sin (а + Р) + sin (а + P)-cos (а — Р) = аЬ, 
аЬ ЧаЬsin (а + Р) =

320. Имеем:
tg2 а — а tg а. + 1 = о, tg а =

Это возможно при |fl|>2.
а) о < а 

Тогда tga <

1 + COS (a —

a
2

C45°.
1 И, следовательно,

Й — — 4
2tga = (t. K. |a I > 2),
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б) 45° • 
Тогда tga

1 — tg^ а
1 + tga а

cos 2а
< 90°.

■ 1 и, следовательно, 
+ 1Са2 —4

2

COS 2а =

tga = a

V а? — 
а

(т. к. 1а 1 > 2), 
_ — 4 

а
321. Данное равенство представим так:

Д + Э Д —1 _ Q е!г, T±i
2

2 sin •cos

sin

а — 3
2 2

Д + 3 1 “ I 3 п ---- •sin — • sin — = 0.
2 2 2

= 2 sin •cos о + ?--------- 1
2

Ответ: Равенство возможно, если 
либо О- = 2^тс, 
либо Р = 2kr^, 
либо а + р = 

45°, то О < tg (3. 
2tga 

1 — tg^ д

Знаменатель изменяется в пределах от О до 1. Следова­
тельно,

1°322, Если O' a

tg 2a =

1. Имеем;

tg 2a 2 tga.
323. Определим /тг.

ctg mcos^+'^^l /3, ctg-^=r3.
2

Следовательно, т=-^.
решения исходного уравнения:

ctg (у cos 2-л) = КЗ,

— cos 2-x = k~ + —,

Определим при найденном /и все

3 6 ’

cos = ЗА Н— .

Так как должно быть | cos2~x|

cos 2i:% = у

1
2 ■

1, ТО k == О, 
1
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Отсюда:

2'п:л = 2лтс + —
— 3 ’

324. tg 9° - tg 27° - tg 63° + tg 81° (tg 9° + tg 81°) -
- (tg 27° + tg 63°) =-------- ?-------------------- i-------

’ .....о» .„.CIO cos27°.cos63'[Оcos 9°-cos 81°
_ 2 2-2-sin 18°-sin 54°

sin 18° sin 54° sin 18°-sin 54°

325. tga-tg₽ + tg^-tg7 +tg7-tga=tga.tgP + tg7(tga+tgp)=
(^T. K. а + ₽ = ^—T) = tga'tg? + ctg(a + p) (tga + tg₽) =

= tg a-tg p + (tg a + tg ?) = 1.

___
sin 54'|О

4.

1 —tga-tg3 .. . .
tg а + tg 3 —

326. Ответ: В правильном треугольнике.
327. Имеем:

sln^a + sln2 ft + sin2 с — 1 — cos 2a
2

+ 1 — cos 2b
2

+ 1 — cos^ с =

cos 2д + cos 26
2

— cos^ [к — (a + ft)] = 2 — cos (a + b) cos (a — b} — cos^ (a + ft) = 
= 2 — cos (a + b) [cos (a — ft) + cos {a + ft)] =

= 2 — cos (tc — c)- «'COS ft = 2 + 2 cosa-cos b-cos c.
Так как 2 cos a-cos ft-cos с
углы), то

= 2-

328. Имеем:

О

отсюда

Итак,

— cos^ с = 2 — cos (о + Ь) cos (а — ft) —

О (поскольку <2, ft и с острые

sln2a + sln2 b + sln^ с

Л + 5
2

2.

(т. к. угол С — тупой),

О < Л

tg^

2 2

|-5) = ctg₽ 1 
tg?

Отсюда следует, что 
tgЛ■tg5 1 (tg5>0).
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329. Преобразуем выражение: 
sin л — cos^ л — 1 = sln^ л + sin л — 2 =
Функция достигает минимума, когда

sin л + -^ = О,

(slnx+iy £
4

T. e. при
■k = (_!)/’+! Л +

6

330. Преобразуем выражение:
аз1п^л + sin л-cos л + c•cos^л =

1 — cos 2л , ь sin2% . 1 + cos2л
2 2

= a-

а + с

д + с
2

д + с
2

с 4- Д
2

2
1

+ b- + c

H— [(c — a} cos 2x + b sin 2л| =

+

+

2 "
С — а

2
с — а

cos 2x + Ь 

с — а
sin 2л

(cos 2x + tg cp • sin 2л) =

1
+ у / Ь^ + (с — а)2 cos (2л — ср).

Если cos (2л—ср)=1, то получим наибольшее значение, рав*  
с+^ , 1 ,-------------

2 - + (с — аУ, а при cos (2л — ср) = —1 будем.
иметь наименьшее значение, равное 

с + а 1 - -----------
~2 _

331. преобразуем выражение:

у = 3 cos^ л — 3 К 3 cos л + 4 =
= 3 cos — 4)

7 
ymln — .4

ное

— у К b'^ + (с — а)2.

3 cos X —

3 соал—
7 

+ Т’

9
+ 4-4

когда
3

К3 cos л — = О,2
т. е. при J

л*  ‘IkTz + Q
1 / г— г—Утах = - + (^-К З--2) = 7 + 3/3,1
4
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y.

когда

cos X —||^3 cosx — уj 

имеет наибольшее значение, т. е. при 

Xk = 2kTZ + 7t.
332. Возведем в куб обе части исходного уравнения:

1 + lgtgx+ l/1 -Igtgx ) = 8.
Выражение, стоящее в скобках, по условию, равно 2, откуда 

t/1 — lg4gx== 1,
1 — lg^tgx = 1,

3 ---------------------  /2 d- 3|/ 1 — Ig^tgx ( 3 
1/

т. e.
lgtgx = 0: tgx= 1,

X. = — + '^k. ” 4
333. Преобразуем исходное уравнение к виду:

sin2x + 5 sinx-cosx + 2 =9 .
Полученное уравнение разбивается на два:

1) sin2x + 5slnx«cosX + 2 = 3.
После преобразований получим:

cos X (5 sin X — cos х) = 0.
a) cosx = 0,

2

6) 5 sin X — cos X = 0,
, 1 tgx--,

x^2’ = arctgy + Tzk.

tg-^ = T

“ 5

2) sln2x + 5 slnx-cosx + 2 = — 3.
Здесь выражение, стоящее под знаком логарифма, оказы- 

Решать это уравнение не имеетвается отрицательным, 
смысла.

Ответ: х*'  = — + Л* ’ = arctg + Tik.
2 5
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334. По свойствам логарифмов, имеем: 
0; slnxtgx > 0; sin X > 0;

tgx=)=l; 81пхф1,
откуда

- +2 ■
= 2it^.

■к'

« ' 4

Переходя в правой части неравенства к основанию slnx, 
получим;

2
‘Ogsin л ‘g -<

Для упрощения дальнейших рассуждений используем под­
становку:

logsln Atgx + 1.

logsln ^tgx=y.
Тогда будем иметь;

2-+ 1;. У'-У - 2

У У
У(т+ 1) (V — 2)< о, 

т. е. у 
Первый случай. 0 < logsin л tg х 

tgx<l

0;

2.

1 sin 2xJ. 1 _ -------- ---
........... 2

Второй. сл'^!чай.

Sin X cos X = —-—
tgx'fc> 1; 2тг^ .(1) - + Чт.к.

4

lOgsIn Л tg X -1; tgx 1 
sin X

COS x;

- K5-1 <
2

(t. k. cos X > 0),
/■5- 1

2

sln^x
COS^ X + cos X — 1

FT— 1
2cos X 0

0.

cos X Fs-1
2

arccos + ‘Itzk .(2^ — + ^Tzk.‘12
Ответ:

2tcj% .(1)
Xk — + ‘iTzk

arccos F 5—1
2

4 ■

+ <X* - + ‘iTzk
2
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£ в силу того, что arccos Г y-l
2

л
, эти решения суще­

ственно различны.
335. Для того, чтобы выражения, входящие в неравенство,

имели смысл, необходимо выполнение следующих условий: 
(

S
I

cos 2л

cos 2л
“Г2
cos^ 2л — 5!п^л

2

О, т. е. cos 2 л

ф1, о * ’

о,

или
о,

О,

I cos2х
1 cos2 2х — sin^x

Потенцируя неравенство, получаем;
0.

cos 2х I'X

о, что осуществляется в случае, если sinx = 0.

cos^ 2х — sln^ х cos2 2х т. к.

т. е. sin^x
Тогда cos2x=l. Подставляя в данное неравенство, имеем:

£
9

= 2,log_l
Г

т. е, неравенство удовлетворяется. Поэтому все значения х, 
при которых sinx = 0, т. е. Xf^ = '^k, являются решениями.

336. Обозначая
Д5‘п-’^=у, 

получи.м после преобразований:
rsin л

или

1. а

2 — у (1 -у д)
(1 —у) (ду — 1)

2
1 -j- а

0;
(1 + а)

• 2
-.1 + а у

0;

\ 1+а/ \ d}

1. Тогда вследствие того, что
1 2

■а 1 + а
1,

имеем:
1
а

2
1 “Ь а

и у 1;
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т. е.
2 
a

sin V 2
1 + a

и л”" > 1;

или
1loor --
a&U sin X log,■а

2
1 + Л

и sin X 0;

2r:k — t: — arcsin log,oa
2

1 + Л 

2-k <

.(1)л:*

X^k

2. a 1. Тогда
2 
a

Имеем:

Кт
2

т. е.
1 ^sinx

или
о sin л > log,•а

__ 2_
1 + OL

Итак, имеем:

+ arcsin log,

2'^k + T^.

2
1 + d

1 л
и J/

2
1 + a

и sin X

aa
2 .

1 H" a

1.

2 
a

и а®’" 2 
a

— 1 (невозможно!)

2 
1 + а

ji-k + IT — arcsln log.

2r^k + arcsin log, .(3)'tt 2-yfe;

2
1 + a

337. Из второго неравенства после преобразований получим: 
sln^y (т: — arctgл) < 0.

arctgX при любых х, то решением второго не-

2'tik + IT •Д

Так как тт 
равенства будет sin у = 0.

Из первого неравенства видно, х 0;

И, T. K. sin X

или

226

(sin x)
—2CO8 У

1, TO 
lOg2 Л + __ 1_

logjX
— 2 cosy

log2 X + 2 cos _v logs x+l 
lOgjX

1



X

Заметим, что числитель последней дроби положителен всегда, 
кроме log2X= — cosy, т. е. х = 2“^“®->'. Тогда знаменатель 
•og2-’!^ <0, т. е. О < X < 1.

Ответ: у* ’ = при О < х < 1;
у® = (2^ + 1) к при X = 2.

338. Из первого уравнения системы имеем:
logsin 2л: X < О, 0<stn2x<

Из второго уравнения системы имеем:
X 5; log2 cos2tcx ^0, cos 2тсх 1, 2irx = Q.Tzk, х = k.

Таким образом, х — целое число из промежутка (1,5) и, 
кроме того, sin2x
X = 4.

При этом X имеем

о, cos

0. Этому условию удовлетворяет только

+ у — 2 = о,
откуда

J'l = - 2, J'2 = 1.
Ответ: x = 4; _v, = — 2; _V2 = 1 • 
339. Воспользуемся неравенством:

2x (0sin X + tgx X

Применительно к задаче имеем:

2а,sin a + tga 
sinp + tg₽ > 2Э, 
sin7 + tg7 > 27,

или
sin а + sin Р + sin 7 + tga + tg^ + tgf 2 (а + ? + 1) = 21^.



РАЗДЕЛ III

ГЕОМЕТРИЯ

§ 1, Задачи по планиметрии

345. Определим S, (рис. 34).
1 ... ... 

= 2
1 aV 3

4S, = V АК sin 60° = -у Л7И2

По теореме синусов
ДМ  д^ 
sin а sin(120“ — а)

•51 =

Очевидно:

; AM а sin а
2 sin (120° —а) ’ 

й2 j/ 3 sin а
16 Sin (120°-а)

S2
Si

S —S1
S1

1
sin а

~ 4sin(120° —а)
4 sin (120° — а)

— 2 К 3 ctga + 1.

Q

rt с f)
В

к.
Рис. 35.

с
Рис. 34.

346. Пусть (рис. 35) АС-. АВ = а-.Ь, 
биссектриса, то 

£'Л4 
СМ

ь
<г

и ВС
СМ

й + й
а ' вм

228

тогда т.

й + Л
ь

к. ЛЛ1 —
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1

L

f

Из подобия треугольников АВС и BLM имеем:

Аналогично,

Таким образом,

LM
АС

КВ

вм
ВС

СМ
СВ

& 
я Н- &

а 
а + Ь

АС ■ ВК 
LM • NK ' 

2

^АВС
^KLM ~ LM • NK 'аЬ 

347. Имеем (рис. 36): rtga = -^rtgP
3

или 2
tg« = -r tgp.

Из треугольника BCD

ВС^2г

^ = 2

sin а
Sin(a-|-?)

АС = —. cos 3
sin а COS Э
sin (а+Р)

= 2 tga 
tg а + tg Э

4^
5

D

3

Д

Рис. 36.348. Из отношения площадей подоб­
ных треугольников BKL и АВС (рис. 37)

а имеем:

т. е.

Рис. 37.

KL^
АС^

2^
‘I

С
АК 
КВ 

349. По условию (рис. 38), 
2Ь = а + с.

По теореме косинусов

1 л/-

= /^-1.

KL == АС,

АС -KL
KL

(1)

== Ь^— 2аЬ cos 120°= a^+ ab + b"^- (2)
Решая (1) и (2) совместно, находим: 

, 5 7Ь = — а, с = —а,3 ' 3
Ь = — а, с = —а. Q

Рис. 38.

azb-.c = 3:5:7.
350. Соединим точки А и /?, Р и В, R и L. Обозначим 

•5'л1/гс = «S’!, Зарл = S2, SpQp = S'.
15 м-852 22в
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В силу симметрии построения,
Smbc = Sqbl = Sapk — Cl,

• Sapp = Sqpc = Spqb — S2.
Так как AM = 2MC no условию, a треугольники Л/?М и 7H/?C 
имеют одинаковую высоту, то

Sapm 2С]
SppB = Sqcl — == 2С1,

Слвс — ЗСл1вс — 3 (451 + S2) — С,
Будем теперь иметь:

Слол1 = 2Сл1(зс; С' + С2 + 251 = 2 (С2 + Ci);
С' = Са-

Слвл! = 25'л1вс', S' + 5С1 + 2S2 = 2 (45, + 52);
51 = -.

3
5 = 3(^4 у + 5') = 75'; 5 = 75'.

в
351. Пусть / СВЛ = а (рис. 39). По теореме синусов, 

с
sin 2^ ВРС ’

I

sin ВАС

Далее имеем:
I

•"■(т—)
откуда

I

COi a(M)'sin

с
а

COS —
2

C D
Рис. 39.

Проверим, что cos а
COS a =

/2 + I И /2 -t- 8C2

4c2
1.

1^ (Р + 8с2) < (4с2 - РУ = 16с^ - 8/2с2 + 1^, 
XQP < 16С2, I < С.

Будем иметь:

ВС = с ■ cos 0!.==
1

4c

AC = c • sina = 16c^-2? —

- 8Z2c2-2Z^K/^ + 8c2.

D Р

Рис. 40.

16c‘-, I

p

352. Пусть (рис. 40) углы треугольника а, р, f.
FD
BD '

__ РР"^ sin fi _
2 sin а sin 7 ’

tgx =----ь Drt

BD ■ ACDU •
О АВС =---- Т------2
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AC = BD sin ft 
sin a sin

DC — FD =

= A!- + FC = 2 {DC - FD\,
BD sin p 

2 sin a sin 7

Определим DC из треугольника ДС/?: ОС = ВО ctg 7, 
BD sin ft __ BO sin (a — 7)

2 sin a • sin 7
FD==DC

Ответ:

2 sin a sin 7 
Sin P = sin (a + 7).

sin (a — 7)
2 sin 7 sin a J '

353. Введем обозначения (рис. 41):
/^AMB — a, 
/_MNB=<^, 
/^NDB = 7.

Из треугольника ЛД7И:

X == arctg

S

a

Рис. 41.

c

7t 
а = — •

4
Из треугольников ABN и ADB-.

tgP = |. tg7 = i
о
1

Далее
3

1 1

Следовательно,

Ответ:

a

tg (?+l)= 2 3
1

= 1.
»“6

P + T=T-4

a + P + 7= 4
2

354. Пусть (рис. 42) DM=2m. Тогда 
2z« 
sin a

По теореме косинусов, получим:

214 /л2 л2 2тп cos а 
sin а ’

n

M
Рис. 42.

AD =

AC =

BD^

, AB== — 
sin a

__ ^mn
sin a

m'^ + n'^ — 2mn cos a 
sin a

15* 231



355. Очевидно (рис. 43),
n

sin X
т п

sin (60° X)’ sin X
2m

3 cos X—sin X

X

/'J

Н
П

Рис. 43.

откуда

tgx

УИ5 =

n К 3
2m4-n ’

n 
sin X

n
sin X = -н-2

3
m2 mn + n'^

= 2 + тп + л^
3

“i. о
3 “■

|a —^1
2

356. Ответ; — S.

357. Ответ:

358. Пусть (рис. 44) О£ = х, = тогда
X 

а — X
X 

Ь — X

BE= —— из треугольника ABD,
EA
EA=----  из треугольника АВС,
BE

т. е.
X 

а — X
b — X

X
д

В

Г

Рис. 44.

С

Р

Следовательно, х =

Аналогично, у =

ab
d -E b

ab
a + b

. Итак,
2abЕР^хА-у = ^^я + ft

359. По условию задачи — = — (рис. 45). Тогда Ss л'2 п

fl

8 gs,
S}

~г~
Рис. 45.

CHL
V'V -1₽

a + X
2

+ X
2

• НЕ

• NE

т
п

'll

^^^получим:
СЕ
KD

Из подобия

НЕ
NE

треугольников KED и С£/,

X — а (а -j- х) (х — а)  т 
Ь — X * (6 + х) (6 — х) п

1 f mb^ na^ 
r ni + n

360. Ответ: + ab.

Ответ: л =
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361. Обозначая (рис. 46) ЛЛ' = й, ОМ—т, ОА = х, из 
подобия треугольников ОАМ и OAN получим:
ЛО^ = ON • ОМ, т. е. x^ = zn j/"

4 9 9 1 '”3^2X*  — т^х^ Ч------ ---  О,
4

.2 __ nR + к

4 ’

н

Рис. 46.

__ __________________
2

(оба значения подходят).
О Т в е т: Xi,2 = j/"3: F

362. Из треугольников О^ОаОз и О2ОО3 (рис. 47) находим, 
по теореме косинусов:

COS tp
(/? + г? + (г + ху - (/? + хГ

К Q, о г

Рис. 47.

2 (7? + г) (г + X)

+ {г + х)2 — (7? + г — ху _
‘IR (г + х)

Приравнивая правые части приведенных 
равенств, находим:

Rr (R + г) _
г2 + 7?/- + R-'"

363. Пусть г — радиусы трех равных окружностей,
X — радиус малой окружности, 
X — радиус большой окружности.

cos ср =

X =

Так как (рис. 48) треугольник Л1Л2>^з — равносторонний,
а центр малой окружности О удален на одинаковое расстоя- 

то X + г — есть радиус описанной околоние от Л1, Лг, Лз,
Л,. Л2, Лз окружности, т. е.

, 2 2г КУ 2
X + г 5 С) г2 2г к 3

3 2 ~ КЗ.
/7/

так что
X = Г

2 3 — 3
3

Аналогично
„ , 2КТ+3X = X + 2г = Г о — .О

2 + К~3 _

КУ ■
Ответ: X:г :х = : 1 : 2 — /у 

У

Л tJ
Рис. 48.

364. Ответ:
/ (а^ + б^) (1 + 2ctg2 I) + ‘2аЬ — {а + b'jcig — ■
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365. По условию (рис. 49), = а. Пусть ОА = г, О^В = R.
И.З треугольника ООхС:

OO^=^R + r= -Е-,
cos-^

00] = ОС^ + OiC^, т. е. (R + r)^ = (F Л-{R - г^, 
откуда

a

Решая систему

Рис. 49.

«2rR = -
4

/? + /■ =-------
cos tp

а'^
4 ’

/?Г=Т

получим;

.gf).а г = —2
366. Будем иметь (рис. 50)

LB = a-r-, AM^AK=b — 3r\
ВК = АВ - AK^Va'^ + b- + b - Зг]

О^В^ = LB^ + LO] = О^К- + ВК\

Ф sec -—
2

Y I sec — 4-
2

a к
или
(а - гу + (Зг)^ = +(/а2+ - Ь + Зг)2,
откуда

Ь ------
\0г

r = ab
За + Ь + Уа'^ + Ь'^ ■

367. Из треугольника О1О2Е (рис. 51);
Ог^ == К9r^^—4r^ = г

Гм
Рис. 50.

Из треугольника O-iOxK: O2K = V— r'^ = rV8. Очевидно,

С

Рис. 51.

= Л4/7 = г /К
Из треугольника О2СМ; О2С‘̂ = 0714^+г'^
или

D

(CjE - О^Е)^ = (CF~ MFY + г\
Пусть CE—CF = x, тогда

(л - г К5)2 = {х-г К8)2 + г^.
Решая последнее уравнение, получим:

X =

234



Итак,
2г 

2)<Т— 

= ^(3 + 1<^+2/^.

CD = СЕ + ED = ■Ь2г =

3 ' >

368. /)О = а: AN = NC-, ВЕ = РЕ (рис. 52)^ 
Из треугольника DNO: NO = а sin а (а = 
ника ANO\

ADO}, из треуголь-

Л/Л = /OЛ•-^ - N0^ = KR^ - сС^ sln^ а.
Из треугольника ОЛ)Л';Л'О = асоза, из треугольника OEF-.

ЕЕ = КОЕ^ — ОЕ^ = VR^ — a.,
e rBE • ЛС
Ьавсе =■,-- ----Sabce =•’ ^РЕ ■

2
— = I/4/?^^ (/?2 — а^} + sln^ 2а.

е

Рис. 52.

р'

о
Рис. 53.

а

369. Пусть (рис. 53) X — высота прямоугольника; тогда 
2х — его основание.

Из треугольника ОВС-.
+ ВО^- = R\

но
ВО = х + OD = X R ZQS

Таким образом,

т, е.
х^ + {х + R cos а)2 = R^, 

2х’^ + 2Rx ZOS а, — R^ sln^ а = О
и

1
” 2

Так как, х

cos а + cos^ а + 2R^ sin^ а =

=-^ (—cos а + К1 + sin^ а).

О, то знак „минус" должен быть отброшен, т. е.

X = — (К 1 + sln^ а — cos а).
2
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Далее, площадь прямоугольника
2x^ = /?^(l—cosaKl+sin^a ), 

площадь сектора a/?^, площадь сегмента аsin 2а, 
КИМ образом, искомое отношение площадей равно

а — “Sin 2а 
___________2_____________

1 — COS а У1 + sin2 а

370. Заштрихованная площадь (рис. 54), по условию, рав­
на 5. Обозначим искомую сторону треугольника а. Тогда 
радиус окружности . Высота треугольника равна

OD /-3
, откуда -^ = —

2
Та-

I

а а КЗ
2

следовательно, = откуда = Поэтому 
/^Z)£0 = 60°. Аналогично получим — Так как
УЕСР = 60°, то ОД II и ОД II ДО. Таким образом, четырех­
угольник ОДСД—ромб со стороной у и углом 60' 
шине.

3

OD = аУЗ

3
1° при вер-

д

й

Рис. 54,
д

В

Рис. 55.

с

Вычитая площадь сектора,

¥(т)'
т. е.

равную
2

, ИЗ площади

ромба
S дачи —,
«5

, получаем площадь, равную по условию за-

?(7У- it £
"" 3 ’

откуда
25

3 уз — It

371. Как известно, г = —. По условию задачи, 5'=аЛ. 
Далее имеем (рис. 55);

р -Т а = V h~ + а\ г = — ()/ h'^ -Ь

s
р

л а).
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I

1

Из подобия треугольников АВС и MBN получим: 
л — 2г 

h
откуда

MN

MN = 2a(i -

372. Введем обозначения (рис. 56): 
017? = г, 015 = л (О17)±7?5).

Из треугольника BO^D получим:
г

X =----------------------

8 0 0
Рис. 56,

(1>
sin 22°30'

Из треугольника ВО^О сл&ку&т'.
(Р _ г)2 = + х^-- 2Rx Z05 22°30'.

Подставляя (1) в (2), получим после упрощений: 
г = 2/? (3 КГ-4). 

а 
¥ 
За

374. Ответ: (/ 7?^ - ‘2Rr.
В описанном четырехугольнике (рис. 57) суммы про­

тиволежащих сторон равны между собой, поэтому сумма 
оснований трапеции равна 2Z.

Рассмотрим треугольник A0D. Так как 
центр вписанной окружности лежит на 
пересечении биссектрис, то

А РАВ 
2

373. Ответ:
cos

cos

fl

СJ)

Рис. Ы.

+
В

(2>

/7?Л0 + ^AOD =
А_АРС 

2 — 2
следовательно, этот треугольник прямо-

+
угольный. Отрезок 07:, равный радиусу 

вписанной окружности, есть высота, опущенная из верщины
прямого угла, и значит

052 = . DE=-
‘2.

Высота трапеции равна диаметру вписанной окружности

'll —а
2

2О£'=1/а(2/-а).
Искомая площадь равна:

IV aVll ~ а).
376. Ответ: —

6 •
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'УЛ. Ответ: «

378. Воспользуемся теоремой косинусов (рис. 58):

6 — 2x^X2 ■ cos 36°.

V

0 О/

Рис. 58.

a-= x^ + x^ — 2X4X5 cos (180°— 36°) = 
= Xy + x2 — 2X4X5 COS 36°.

DP
Из треугольника ОВС

- = /?sin36°; /?=1; a = 2sln36°,
2

2 (х^ + х^ + х^ + х^ + х2) = 5а^ + 2 cos 36° (Х1Х2 + Х2Х3 +
+ X^Xf + X^Xi — Х5Х1).

Обозначим
x2 + x^ + x^ + x'^ + x2 = г, 

X1X2 + л:2Хз + X3X4 + X4X5 — X5X, = у.
Учитывая, что

2 cos 36° • у = 2 ctg 36° sin 36°y,
получим:

2 ctg 36° (х,Х2 sin 36° + ... — Х5Х1 sin 36°) 2 ctg 36°-25. 
Подставляя в (*),  получим:

2г = + 4 ctg 36° • S,
= 4 sln^ 36°,

----------= 5 sin 36 cos 36 ,
2

t\“ 5111 /Z Г- , r,c°____  QCi°= 5----------= 5 sin 36 COS 36 ,
2

2г = 5 • 4 sln2 36° + 4 ctg 36° • 5 • sin 36° cos 36° = 20, 
^ = '0. g

379. Из треугольников (рис. 59) ABM 
и AMC-.

CM = 27? sin a (a = Л4ЛС),
5yM=2/?sln(60°-a), 
ЛУИ= 27? sin (60° + a).

Далее имеем:
ДУИ + CM = 2R, sin (60° — a) + 27? sin a =

= 2R [sin (60° — a) + sin a] — A:R sin 30° • cos (30° — a) = 
= 27? sin (60° + a) = ЛУИ.

C

Рис. 59.
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380. Обозначим (рис. 60)
С5 = а; СА = Ь-, АВ^с.

д

Тогда
ха + уЬ + ZC = 2S

‘И далее
2S 2S

д

й
Рис. 60.

.. 2S
а

а ' Ь ' с

381. Требуется доказать: х^ = ас — а'с' (рис. 61). По свой- 
ству биссектрисы — =

Ь с С Р £>
У 2- + +-=1.
h

S

21Х
с а' С

й1 а 
с' с

По теореме косинусов
а'2 = д.2 _ 2ах cos —,

2

= — ‘lex cos — •
2

'2

Рис. 61.

С

Получим:

Х2 =

С2 + Л2 — С'2

— ас — а' с'.

а __«2 дз —

с
а'^с — а"^с — ас'^ ас”^ 

а — с
383. Пусть АВС—вписанный в окруж­

ность треугольник (рис. 62), N— точка 
окружности. К, L и УИ—основания пер­
пендикуляров. Соединим точку К с. точ- К 
кой Л и точку М с точкой Все три 
точки окажутся лежащими на
прямой, если будет / ALK = CLM.

Равенство этих углов мы установим, 
.доказав сперва, что,

/ЛZ.^== / САМ, 
/:СШ=^ /_CNM, 

щ затем, что

одной

(1)
(2)

В
д L

\ 
ч\

с

-------

Рис. 62.

/ЛЛГ7<= /_CNM.
Равенство (1) следует из того, что точки А, К, N vi L 

лежат на окружности, построенной на отрезке AN как на 
диаметре. Таким образом обосновывается и равенство (2). 
Равенство же (3) вытекает из равенства углов KNM и ANC. 
Последние углы равны между собой, так как и один и дру­
гой в сумме с углом В дают 180°.
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треугольнике АВС (рис. 63) угол АСВ пря- 
С£~ высота, СЛ —ме-

385. Пусть в
мой, СО — биссектриса этого угла, 
диана.

Так как ВР = С£, то ^РВС=/_РСВ. Угол САВ состав­
ляет в сумме как с углом АС£, так и с углом ВВС', по­
этому

2

/^ACE= /_FCB
и

/_£СО= /^АСО - гСАС£= /:ВСО — £РСВ= /^РСО, 
что и требовалось доказать.

с а

р Е D F
Рис. 63.

в Z
Рис. 64.

386. По условию задачи (рис. 64), имеем;
BD = AE; В£=£С; £)С±А£.

Обозначим:
O/) = x, 0С = 2х, 
О£ = у, АО==2\'.

Тогда из треугольника OD£: D£- = х^ 
из треугольника О£С: £С'^ = 4л^ + ,v^, 
из треугольника ОАО : AD"^ = х- + 4_у2, 
из треугольника BOB'. ОЬ" = ВО-А-В£'^—2BD - В£ • CO'S, В^ 
Далее имеем:

д;2 + 5^2 = Х^ + 4j'2 + 4^2 + у2 — 2 Кл2 + 4^2 \А4^2 4- _у2 (.Qg 
о 2 (Х2 + у2)

COS Д =--------------------------------------

треугольника OAD : AD^ = х- + 4у^,

У л2 + 4уЗ |/ 4x2 + _(,2 ’
но

+ 4у- К 4-Л- + _у^
х2 + 4 у2 -1- 4x2 -4 J,3

2

5 (х2 4- у2)

2

Поэтому
cos 2 • 2 (х2 + у2)

5 (Х2 + >2) 5

В 4 arccos —
5

откуда
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387. Докажем (рис. 65), что АЛ1 = AN. Пусть AM AN.
•Отложим AK = AN и проведем || ОС. Тогда ^АВК = 
l^ANC и, следовательно,

SoBC = SoBAN + Sanc

что невозможно!
Замечание: Возможны и другие способы доказательства.
ООО ________ _____________ ____СС\ „ h> Z,' ...

мой косинусов:

SqmN = SoBAN + Sabk + SbmK,

388. Сторона a связывается (рис. 66) с b', с' и теоре-

+ с''^ — 2Ь'с' cos =р.

О
N С 

Рис. 65. Рис. 66.

Тогда с' = S — Ь' и, сле-

С
Учтем, что -Ь с'= S. 

довательно, = Ь'^ -Ь (s — b'Y — 2b' {s — b'} cos cp = 
= 2b'^ (1 + cos cp) — 2b's (1 4- cos cp) + № = 

s\2 , n b'------ 1 J. «21^-1-s'= 2(1 + cos ср) •

Следовательно, наименьшее, если Ь = ^==с.
Ответ: Основание а наименьшее, если треугольник рав­

нобедренный.

2

Замечание: Возможен вариант решения, использующий 
■соотношение:

л ‘4" Ь 
2

389. Пусть d — расстояние между центрами 
■описанной окружностей. Тогда

4/2 = R2 4. JC4/^2 4. J.2
Следовательно,

гК4/?^ + г^; /?*

аЬ.
вписанной и

5

§ 2. Задачи по стереометрии

390. Из треугольника BDS (рис. 67) имеем: 
авс =

2F(^r^\ R

0.

в
Рис. 67.

С

а
2 sin —

2
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Из треугольника BES
ВЕ = a

2s'nf
sin a.

Далее находим;
DE = УВЕ'^ - BD'^ = д2 sin2 a

а
4 sin2 —

— = а 4 V а i
У - 7

2

1:

Е 1 = 2 ’ 4 ” 
}/sin (^60°+|)sin(^60°-|) ’ 

1Sin — =
2 BE О Ct2 cos —

откуда
1

391. Ответ:

D

= 2 arcsin

аЦС 3
4

а
2 cos —2

S

I

х I 
-ZJ, 0

! zE

С
Рис. 68.

(•+/
392. Если сторона основания пирамидьг 

(рис. 68) АВ = а, а высота OS = H, то 
объем пирамиды

V =

+ п)
п

a2«

Из прямоугольного треугольника ДОб', 
котором катет АО = найдем длину 

ребра пирамиды:
AS =

в а
FT’

В плоскости грани BSC из вершины S опустим высоту
SE на сторону основания ВС. Из прямоугольного треуголь­
ника найдем:

BE
BS “

а
'2

|///2 4-^

а= sin —,2
3

откуда 12//2sin2-^

а2 =
______
3 — 4 sin2 —2
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и, следовательно,

1/ = №
sin2 —

_________

3 — 4 sin2 —
2

Перпендикуляр ED, опущенный из точки Е на ребро Л5,
по условию задачи, равен d. Из подобия прямоугольных 
треугольников ADE и AOS иметь:

ЕР
АЕ

OS= — или
AS

d

я 3
н

откуда

d
а
Ч а

HVTi й2
№ + —

3

V 3

= sin у: Е! =2
d

__ a
3 sin^

Подставив это значение 
рамиды, получим:

El в выражение для объема пи-

1/ =
2 (^3 —4sin2—J

Преобразуем выражение, стоящее в знаменателе:

^3 — 4 sin^y^ = sin cos^-^ — sin^-^^

^cos a + 2 cos2-|-^

3 sin — ( 3 — 4 sin2 —

аSin —
2

а= sin —
2

а
= Sin — 

2
, а

' ‘ 2

2
а За= sin — cos а. + cos — sin а = sin — •

Итак, объем пирамиды равен
d

3^
3 sin —

2

393. Сторона основания 
fl: = 2rsina (рис. 69), 

ребро 1 = -^
равна

2
1

а
Sin —

2

= 2г cos — .
2

Далее

пирамиды 
боковое

2 2

с

Рис. 69.

Sin2 а

имеем:

5 _ £
‘JOCH ------

= 2г}Л

ГТ 
4

>2

cos'2 Д.
2
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31/=1л el 
3

394. Ответ: 656,25 (?л«.
4

2
Sin^ а о

3cos2^ — sin’

395. Ответ: S = ctg .1; ctg^

396. Пусть (рис. 70) АВ = ВС = CD = AD = FE = а.
^F,FE= /_SEF = ^, 

/.F,EF= ^SEF, = ^.

2 ’
а
У - 1.

Из треугольника FF^E-. /_FF^E =
2
3a

It------- .
2

По теореме си­

в

с®!
с

нусов,

откуда

FE

sin
3 п — — а
2

РуЕ 
sin а

FE, 

a
sin —

2

'Е

Рис. 70.

из треугольника

а sin о 
“3 

sin — “
2

Из треугольника OSE: SE =
1

cos а

F,E =

а 
а sin 77 

FF,=
2 

За

а
2 cos а

SDE-Ag /_SDE = &Е

DE

/^SDE^ /_ArAF.
I

Рассматривая трапецию ЛЛ1515, найдем верхнее основа­

ние Л151, равное

а
а sin —

За
sin •—

2

Тогда искомая площадь равна:
а 

sin2 а cos —
■ F,E = 2 I

398. Ответ; S =

СЕ)
2

1
397. Ответ: ^="2 SK2

I дД — &Д I 
cos р

3 
Sin=-a

a

_  I дз — ЙЗ ( 
b

tgP.
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внутренних углов многоугольника399. Так как сумма
равна тс(« — 2), где «—число сторон, то в нашей задаче 
число сторон равно « + 2.

Очевидно,
S бок = (,п + 2) 5грани = (/Z + 2) — а

2

где а — сторона основания, а Ь — апофема основания (рис. 71). 
Далее имеем:

‘S'oCH 1= (га + 2) -
2

^бок

оси

И /г^+
Ь

k-, k^--.

? =

b = h
Г — 1 ’

n

2(л + 2) ’ 2
liL ,.-= ctg fco 1 С’a =

I L 1СЛ

2 (л 4- 2) ’

кп
2(п + 2) '

I 
г

У I v\

\

1 '
1

'f

Рис. 71.

( 
t

a

Tt
л 4- 2 

3(^2-1)
• Я) = |5сеч 

Q 
ОСИ 

‘О “ё 
'^сеч

3

Лз (л + 2) tg
— — S

400, По условию задачи, -^(^-75,

Т---f jr

Ф i Н '

t/пир ------ 'ОСИ • h =

ОСИ • h, I. e.

осн

сеч

№
= (рис. 72),

i H
I
I

i откуда H^ = 2h^, H=liV2. Далее имеем:
1 •^оси 3 — е

е --  1/4 ■'^сеч
ОСИ = /г • 5д ,

Рис. 72.
е а а . tz , п= ctg - = - ctg -,

2. 2. л 4 лп

S.
, _ S, 

— 3.—
оси

1/4

401, По условию задачи.

па^
3 —

4/ 4
ctg -• п

IZ ___________ Зтс
n 

Подставляя значения объемов

V цилиндра = — I/ пирамиды.

цил = Vn.p = ^QH, Q = n-R4g- 
О п

16 м.852 245
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F

C L.
Pnc. 13.

В первое равенство, после сокращения 
придем к соотношению

tg- = l, п
из которого « = 4,

402. Ответ: b'^ sin a 

12cos-^tg?
2

403. Обозначим (рис. 73) ,</5ЛС = а; 
£АСВ = 90°, Л5 = с, тогда XC = c-cosa, 
/^C=cslna. По условию задачи,

5Л4±плЛ5С, ^Л^±ЛC и LM\_BC-, /^SLM = /_SKM = сле­
довательно, KM = LM и К/ИАС — квадрат.

Чтобы найти высоту пирамиды, достаточно найти сторону 
квадрата, вписанного в основание.

Из треугольника АМС:
СМ АС

sin а

e

sin
А ’ л — а — —

С2И =
sin

c sin a cos a 
FI)'

1i
1

следовательно,
CA't c sin g cos a

1^2 sin

Таким образом, объем пирамиды
V/ = 1 ЛС . fiC • =

6

КМ = ; SЛl = ^Л^.tgP.

c3 sin^ 2a

241^2 sin
•tg?.

404. Обозначим (рис. 74) AS = Л; Л5Хпл215С/).

Из треугольника
AD = h ctga;

из треугольника ASB-.
АВ = h • ctg3;

из треугольника АВС-.

АС = КAD'^ + АВ- = hVctg^a -j- ctg^? 5
из треугольника ASC: Рис. 74.

= Л5^ + ЛС2, т. е. В = + ctgSa + ctg2 р);

С
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откуда
____________ /_________
К 1 + Ctg2 а + Ctg2

Искомый объем
V '

3

Л =

V = -h- АВ . AD = /3 ctg а Ctg ,3
3

3(1+ Ctg2 а + Ctg2 fi) 2

6

S = sin p (1 + sec a).

405. Ответ: У= —sln^ptga, R
Рис. 75.

В

в треугольнике АВС угол АСВ — прямой406. Пусть
(рис. 75), J4.SCSi и ABCSi ~ пирамиды с высотами CSj и DS2, 
равными высоте CD — h треугольника основания. Общее
значение объемов пирамид равно

О о

Грань Л5С1 первой пирамиды отсекает от второй пира­
миды их общую часть ABCS, являющуюся треугольной пи- 

----- ..л __________ ____
2

^SABC‘h = 'C

рамидой с основанием АВС и высотой —. Объем общей части

равен , Искомые объемы равны менгду собой. Их величина: 
*6

й'

В

C
Рис. 76.

Й —
3 ~ 6 ~ 6 ■

407. Используя обозначения, указанные 
на рисунке 76, получим:

гзг+з1/ =

6

• h-, A'C = B'C = Vh.’̂ + хС
4

Из треугольника CA'B'
x = l^+ X- + — 2 + X-) cos a ,

откуда

h = X 2 cos a — 1
2 (1 — cos a) ’

3 —
X I/ 3

4V 2 cos а — 1 
2(1— cos а), *

f

X =

Решение возможно при cos а

8 Vsin —
____________ 2

)/ 8 (2 cos a — 1)

2 '
т. е. а п

"з
247



Б 408. Ответ:
Гз 3 
cos а 'I/ 1/2 ctg2 а.

•7’
М

/'i»
• / ''Л

С

с

409. Треугольник CMN~ правиль- 
■ ный (рис. П).

МВ±ВВ'-, уИЛ=1/ х^ - BN=Vх^ — а^-,

NF = BN-MA = Vx^ -а^- Vx'^—b'^-,

t

i
Рис. 77.

Учитывая, что MN- = MF'^ + NB- и подставляя их выра­
жения в предыдущее равенство, найдем х.

= АВ = У+ Ь'^. Пусть MN = x.

= |(fl2 + r + K о^-а^Г + Г).

Проекцией треугольника MNC является Л5С.
^АВС д&Г 3cos <р =

Так как л а, X
•Sлl^c
Ь, то, оставляя знак „плюс", получим: 

я& Г 3
'2 + й2,+ Г —а'^Ь'^ + ft*

+ + И й*  — b‘^

= arccos - а-
410. По условию задачи (рис. 78),

Т/Л”
Лl^= Л^С = Сти = .

11 мс.

ГТ

I

Так как _Л,Л/ Н МС, то 
MN=a ]^2, а диагональ Л1С есть 
д^С = аКЗ. Следовательно,

Sa,ncm = 1 MN-A,C = a‘^

Л,уИС?/—ромб. Его диагональ
диагональ куба, т. е.

1 /4-

I 
й

N

Q'

а

Рис. 78.

Т)

в

2

с

Рис. 79.

с

В

I-------

£)

Рис. 80.

411. Указание. См. рис. 79.
412. Обозначим (рис. 80) AD = 2г, ВС = ‘Ir. Из треуголь-

ЛС2 АВ^ Н- ВС- — 2АВ • СВ • cos (т: — а),
ника АВС:
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т. е.
= Ь'^ + 4г2 + АЬг ZQS а,

или

откуда
4r^ + C.Q3 d ■ г — — О,

г = — Ь С.0& а

R, = Ь со?, а + г =

+ Vа'^ — sin2 а 
2 ■

Из треугольника АВК: АК = R — г = Ь cos а.. Поэтому 
6 cos а 14 д2 --- 1,2 gjjj2 а

2 ■

Искомая площадь боковой поверхности
S = тс (R + г) Ь = Tzb У — Ь'^ sin^^ а.

413. Очевидно (рис. 81), 
14тела вращения = ^3 

Имеем:

Г
усеченного конуса 12^ конуса - V".конуса. (*).

05 = с со? ~ , ОхС = Ь cos — S
2 ' ■ 2

0Л = сз1п —, 01Л = йз1п —•
с

2 2

V^yceMCHHoro конуса — “ {Ь + С) 31П— f COS^— 4- 
О 2 \ 2

У + ЙС cos2 ,

1^\онуса = С Sin COS2

+ cos^ (1)

конуса

а
2 7’

= — bs\n — cos^ — •
3 2 2

6

Рис. 81.

Подставляя (1), (2), (3) в (*),  получим:
= -|- тг йс (Z> + с) sin а. • cos

414. Введем обозначения (рис. 82):
3 2’

/|\/ I V
\

210 = Г — радиус основания конуса,

С

(2)

(3)

/?

Рис. 82.

SO = h — высота конуса,
SA = I — образующая конуса, 
ЛЛ' = а~ хорда сектора с углом а.
Тогда

5Л = Z — образующая конуса,

1 = а
а

2 sin —
2 

ч>ЛЛ' ^а.1, г = АО h= V- г\al
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Объем конуса
11/ = 4- X =
3

a-a^ V 4л''^ — a2

192 ,sin3 —
2

415. По условию задачи (рис. 83),

Пусть X = KL — ■[tapiayc шара.

AD = ; OD =

Из подобия треугольников OSD и SKL получим:
X h — X _ „ h • OD

SD Оd'OD SD
X

л = ______ hl
I + У 12h^ +

&

С

Рис. 83.

ft

D

b
Рис. 84.

416. Как известно, радиус вписанного шара равен утроен­
ному отношению объема пирамиды к ее полной поверхности 
(рис. 84)

К 1
пир —т abc.

6
Пусть:

Имеем:
X = , У = + c^, г = 1/а:2 +

Sadb = у аЬ', Sbdc = i be, Sadc = ас.

Площадь треугольника ABC вычислим по формуле: 

Sabc = ^ху sin С.

'S'aob = — ab', Sbdc = — be, Sadc = ~ ac.

Sabc = — xy s\n C.
Так как

cos C + _V^ — 
2лу

c'^
xy
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Н;1

4

то

т. е.

Итак,

417. 1
{рис. 85),

sin с =

1

|Z х2 у2 —

sin С = ^ к а^Ь'^ + а'^с^ + Ь^а'^, 

Sabc •

xy . - -

Sabc — ~n]/ + cAc'^ + b^c'^.

г = З.У-
S

Правильность пирамиды

_________________ аЬс _________
aft + fee + ас + l/" a2ft2 + b'^c^ -j- a2(;2 

очевидна. По

55 = 50 = 5Л = X.

Из треугольника SDC:

SD = x cos ОС = л sin—•
2 '

Из треугольника АВС-.

DC1 3
3

2 Ху

условию

I 
"4 О

8

X И 3 Sin —

3
О01 =

Af „ о “
I/ Л2 COS2 — — — Sin2 — .

2 3 2
501 = a а

‘1
fi 0^

2 3

Z
Рис. 85.

Треугольники SOK и AO^S подобны, следовательно.

/?

X

KS
OiS 2

j/"%2 C0S2 а.
"2 “"З

Х^ . . 
sin-

а 
in^•^

IhL-
■ч-

.Р
с

к '' И

откуда

= ‘IRx COS'.2 а
a

sin2 -772
8

Рис. 86.

418. Обозначим (рис. 86) высоту пирамиды SK=h. Тогда
КВ = h ctg а; ^7V = == (i- Из подобия

01£

•^“Кз а

Л ctg а

001Z и 5^^{01Л II 57V):—=-!^. Обозначим

- = а.
SK

од
OP = R, 0^0 = г.

KN

3

треугольников

251

.li



Тогда
h
аоо, = R + г, OL = R-r-, O,L = {R--r)-- а

Из треугольника OO^L-.
ОО\ {R + r)2 = (/? - ry + (R- r)^1 flid^

t f h '^ R/^ + r = (/?-r)J/l + ^; 7+1 =

R _ 4</?2 + + a _ 1/ 2 + ctg'i 
r 1/ d^ -R d^ — a

R У
a

а’̂

t- ctga__ ____________'a -t
K2 -H ctg"*  a — ctg a

= 7 (K2 + Ctg2 a, + Ctg a)2.

r У —
1

Искомое отношение:

г'^ (К 2 + ctg2 а + ctg а)“.

Й К
Рис. 87.

&

2
~ 8

419. Введем обозначения (рис. 87): 
АК = а — радиус основания конуса; 
SA = l — образующая конуса;
ОК = R —'pajiyiy(L шара,
/_SBA = a. — угол наклона образующей 

конуса к основанию.
Площадь поверхности конуса

дх = кй (а 4- Z). 
Площадь поверхности шара 5k=4i:/?2. 
Следовательно,

Tza^a I) = 3 r.R'^.
Найдем /, R через а и а.

/? = «tg7;
ZQ3 a

Гаким образом,
fl' fl + -i-') = 8fl:2tg' 

\ cos а /
3.i ’

9 cos^a — 6 cos «4-1=0,
1a = arccos — .О

.2 ■2

420. Ответ:

Л = г

/У =

2 COi’“ a

'2г cos'''l

H-f)
sin a cos^a

(i-i).
sin a

1
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421. Рассмотрим осевое сечение конуса (рис. 88). 
Пусть h — высота конуса,

/? — радиус шара, описанного около конуса.
Тогда, по условию, — = К, -y. е. Л = kR.h

' R
основания конуса

8
Выразим радиус г 

через /?; рассмотрев хорды АС и BE, 
получим: о

BD . DE= AD ■ DC,
T. e. Й D C

1

r'^ = h (2R -К) = К {2 — E)R 
(следовательно, К <. 2).

3
Таким образом.

Рис. 88.
1

iz„.. = - V, = - (2 - k) R\
3 3

1= -/fe2(2 — fe)
4

E<2).(при О
422. Ответ;

V — — TzR^ sin2 а cos2 —.
3

5 = 4 TzR'^ sin a cos — sin
2

(7 + 7)-(7-7)an

44
423. Пусть (рис. 89)

CD^l, /CDE=^a.,
OM==OB=R^ — Ч

D

I sin a

C

Fи

DE—ЛО == r ctga (Лб = r).
CE

Sin2 a

Рис. 89.

Из подобия треугольников АОВ и CDE следует;
ЛО
ОВ

Из треугольника АОВ следует:
ОВ'^ == ЛО2 + АВТ-, В = г2 + г2 ctg2 а;

4
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I sin’ a
4 '

И = — • ЛО = — sin® a ctg a;О П>1 & ’

Г 2 __ Z2sin‘a Г

S

7
Рис. 90.

1 __9 -i___
3 ■ 24

S = тег . ОВ = — sin^a.
4

424. Пусть R — радиус сферы, 2а — угол 
при вершине. Тогда (рис. 90)

r = /?tga, и, следовательно, Икон = 

= — tg^ а,

h = r{\ — cos а), и, следовательно,
’I .....ч1^шар. сект.

Таким образом, 
^кон 

у.

= —-ГС/-3 (1 — cos а).

сект

tg^^

2 (1 — cos а)
2,

т. е.

Используя tg2a =

tg2(5, = 4(i — cos а).
1 — cos2 а , получим:

COS^ а
4 cos2 а — cos а — 1=0,

т. е.
1 +F17

Так как 0 <
Ответ:

а

COS а —---- g---- .
90°, то необходимо cos а 0.

с

"V.'

а = arccos 1 + К17
8

X

Рис. 91.

R-- — 2г

ЗХ

425. Пусть АВС — прямоугольный треугольник, 
щийся сечением конуса (рис. 91). Если АО = R 
санный вокруг конуса сферы, а 00^= г — радиус вписанной 
в него сферы, то

являю- 
радиус, опи-

ЛС = .вС = /? + г
и, следовательно,

(/? + гу =
254



I 
i

откуда
г = (К2- 1)/?.

Если стороны параллелепипеда равны х, 2%, Зл, то (рис. 88) 

л2 + (2л)2 + (Зл)2 = 4г2 = 4 (3 - 2
откуда

3 — 2У 2
1

Поверхность параллелепипеда равна
3 —21/Т

%2 = 2

2(1 -2 + 1 .3 + 2-3)л2 = 44
384

125 It ’

а = 2 1^3/? sin а,
те

Vk426. Ответ: ----
Vm

427. Ответ:
/sin (| + a)sinQ-a/0

428. Ответ:

h = ^R cos а
6

а
те

Д + 2а 

1,2 =

а2—г 2

6 + 2 1/2
3

430. Ответ: 1/= 2тсЛ®

429. Ответ: its

431. Ответ: sina

432. Ответ:
18

I—

1
(tg а + 2)3

2г4_________
У (4а2 — d^) — 4г2)
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РАЗДЕЛ IV

ОБРАЗЦЫ ВАРИАНТОВ ПИСЬМЕННЫХ РАБОТ

Вариант 1

количество433. За один час до начала работы насосов 
воды в котловане увеличивалось на {т — п)

Так как оба насоса одинаковы, то можно определить
т работылишь время t одновременной их работы и время 

только одного насоса из двух.
Тогда

‘lat az = N (т — ti) {t 
2rt -^r'z = n.

или
( (^а — т-^ п) t (а — т n}'z — N 
1 2rt + ГТ = /?.

Таким образом,
Л'г — R(a п — т)

г (т — п)

(2я + п — т} R — Q.rN 
г (т — п)

при 2а т — п.

Определим теперь условия работы насосов с минималь- 
нык£и затратами, •о, ’’•о 

то
Если /, 

тами Rg, '
обеспечивают работу с минимальными затра-

Тогда /о

(2а + п — т) ^0 + (а + п — т) Тд = N

а + п — т 
Ча + п — т

ния). Подставляя во второе, получим: 
2yv

Ча 4- п — т

‘̂ rtg + ГТо = Rg
N_____2й + л — т ■о (из первого уравне-

+ т — п
Ча + п — т '■о



, /?0 =■П --- о, /п ---  , .
2а+ п — т 2а + п — т

п (т. е. если количество воды в
^0

Отсюда видно, что
а) при т 

увеличивается) затраты тем меньше, чем меньше т.
N г,Следовательно, т,

б) при /п 
уменьшается) очевидным образом получаем /о = 
из котлована вытечет за время ——— . Затраты /?о = О',

п — т
в) при m = n (т. е. количество воды в котловане 

няется со временем) затраты одинаковы, независимо от того.

n (т. e. если количество воды в котловане

котловане 
= 0. Вода

N 
п — т

не ме-

будут ли работать оба насоса одновременно или будет рабо­
тать только один насос. Необходимое общее время работы 
2/+х = —• Затраты /?о = —г. 

а а
434. Решение задачи распадается на два основных случая:

2 и й 2.
(*)

2.

а
х^ = 21X — й| — 2|х — 2|.

Первый случай: а
Искомое значение х может находиться в одном из трех 

интервалов: х < й; й<;х < 2; х > 2.
1) X чтой.

а-, й<,л < 2; X .
В этом случае, в силу того, что [х — й1== 

= —х + й; |х —2| = —х + 2, уравнение принимает вид:
х^ = 2а — 4.

Это уравнение может иметь вещественные решения при
2, следовательно, в рассматриваемом интервале веще-а 

ственных решений нет.
2) X < 2. Име^м |л —й| = л: —й; |л: —2| = —лЧ-2, 

поэтому уравнение принимает вид:
X- — 4x + 2й + 4 = 0.

Это уравнение может иметь вещественные решения при й<:0.

■^1.2 = 2 + К—2а.
Может быть пригодным только Xi = 2 — К — 2а, 
должно выполняться условие й<;л:1<2, так что

а

причем
Хх

Л?! = 2 — К — 2й < 2.
Параметр а должен удовлетворять двум неравенствам;

2-К'^^^
2,
а.

Последнее неравенство справедливо при любых а.
Таким образом, Лх = 2 — К — 2й при а 

нем уравнения (*).
О является кор-
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3) х>2. |х —а| = х —а; |х —2|=х —2.
Исходное уравнение (*)  принимает вид:

х2 = — 2а + 4.
Отсюда Х1,2 2а + 4. Оба значения х вещественны,
т. к. а < Г2. Решением уравнения (*)  в рассматриваемом ин- 
тервале может быть только х, 2а + 4 (ибо Хг =

2, т. е.
________ (ибо

= — V — 2а + 4 < 0). Оно будет решением, если Xi > 
0.

2, 2<x
1) X

J/ — 2а 4- 4 2. Это условие выполняется при а
Таким образом, Xi = К— 2а 4-4 при а <0 является корнем 

уравнения {*).
Второр! случай: а > 2.
Искомое значение х может находиться в одном из трех 

интервалов: х < 2, 2<;х<а, х > а.
2. Уравнение (*)  примет вид:

х2 = 2а — 4,
откуда Х1.е = + К2а — 4 — вещественны. При этом Xi = 
= К2а — 4 будет меньше 2, т. е. К2а — 4 С 2, если а < 4, 
так что Х1 = К2а — 4 является решением уравнения (*)  при 
2-<а<4. Рассмотрим х.) = —К2а —4. Очевидно, х^ 

2.

При этом 
<2,

2 приа < 
всех а

Таким образом, в интервале х<
НИЯМИ уравнения (*)  будут:

Х1 = К2а — 4, если 2 < а < 4, 
Хг = — К2а — 4, если а'>2.

а. Уравнение (*)  примет вид: 
х~ 4- 4х — 2а — 4 = 0.

Отсюда Х1,2 = —2 + 1^^^ + 2а — вещественны. 
4-К8 4-2а лежит в интервале 2-<Сх<а при а 
=-2-

2 вещественными реше-

2) 2<л

Х2 =

X

4.

-^1 — — 2 + 
в интервале 2-<Сх<а при а > 4;

2. Следовательно, Хг не подходит.
Таким образом, в интервале 2^х<а вещественным ре­

шением уравнения (*)  будет:
Х1 = — 2 4- Кз + 2а, если а

а. Уравнение (*)  примет вид:
х2 = 4 — 2а.

уравнение может иметь вещественные решения xi,2 = 
= +— 2а только при 4 — 2а 0, т. е. при а 
сматриваемом случае а 
вательно, уравнение (*)  в этом интервале решений не имеет.
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3) X

2. Но в рас-
2. Поэтому й = 2, Х1,2=0, след.о-



'О Х1 = 2 — 2й и Х2 = /— 2а + 4; 
а

Ответ: При а
при О < 
при 1^а
при й > 4 Х1 = — 1/2й — 4 и Х2 = — 2 + /8 + 2й.

435. О. Д. 3. X, /

2 решений нет;
4 Х1,2 = zb

_____ ~ . Tzk

' k

Преобразовывая данное уравнение, получим:
— 5й ctg X + ft ctg X — tg X = 4a,

Z) tg^ X + 4a tg X + (5a — b) = 0,
— 2« + / 4a2 — bah + h'^

=--------------ь-
Вещественные решения существуют, очевидно, если Ь 
или Ь 4а.

Таким образом:
1) При Ьф<5, Ьф5а, Ь

Xf, = arctg

a или Z) > 4a
— 2a 4; / 4a2 — 5ab + b'^ -

2) При Й = 0, a 0
4 4

a

+ '^k.

ctg % =----- ; = — arcctg — +
5 ’ 5

3) При b = 5a,
Sfltg^x + 4atgx = 0, tgx/0.

4 , 
“ 5 '

x^ = — arctg — +

4) При a = 0 Z/ = 0 X — любое, c учетом О. Д. 3.
436. Пусть г — радиус малых кругов, 

тогда (рис. 92.)
2

R = r -^■2r ‘
T. e.

уз
2

2 |/3
3

~ 3 + 2}^3 “
_ 3(2 Кз —3)

3
/? = /? (2/3-3).

Рис. 92.

1Искомая площадь 5 = 5о,о,Оз — ^-^мал. кр =■ - - 2

4r2|<l
4

= /?^(21 - 12/3)

259



Oi, O3 — центры трех больших^'ЗП. Пусть (рис. 93) О,, 
шаров, О — центр малого шара, Л1, Л,, Л3 и Л — проекции 
этих точек на плоскость. Если г — радиус малого шара, то 
<901 = ОО2 = OOi = Р г, а. = Л2О2 = Л3О3 = Р и ОА = г. 
Кроме того, очевидно, что точка Л есть центр правильного 
треугольника Л1Л2Л3, и стороны его равны 2/?.

Рассмотрим трапецию Л1О1ОЛ:

О, О,
/ 

I

---гл"'
I

е 4i
“г - _
I X 

I

Рис. 93.

OlO- = Л1Л2 + (ОЛ1 - О1Л)2,
2 1<7Г 

3 ’

(/? + г)2 = 4/?2 + (/?-г)2.О
Следовательно,

О
--------  4 ______ R

3'' ' 3

Ответ: г =

т. е., так как Л1Л = /?

(.?: --Г ‘ :

(Г> I _\9 /П _\9

т. е. = — Р'^, или г = —

R 
3

Вариант 2
438. Пусть Z] — время работы на первом режиме, — время

работы на втором режиме. Тогда
( +(F2-P)Z2=Pt,
I t2 — t.

Решая систему, получаем:

Л = P'z-(F^~-P)t
Fx-F,

По условию задачи Z, 0, 
часть задачи имеет решение, если т и t удовлетворяют усло­
виям;

(Л1 — Р) f — Рт
2 '—■ -----------------------------------t-i

t.
Л -F,

0. Таким образом, первая

т. е.
Р-^ - {F, Р) t О и (Л1 — P)t — Pz О,

Рт Рх
F^-P Р^-Р '

Найде.м теперь условия работы, при которых аппарат бу­
дет остановлен в кратчайший срок, т. е. определим Zj и Z^ 
так, чтобы Z было минимальным.

Если горючего на торможение достаточно много, то
Рт

Р,-р
Z =

t

, т. е. /] = t и /2 = 0.
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Учтем последнее условие: 
1 , 1

’Тогда
----- t\ "Ь --- t2
■^1 ■'2

1.

e.
t

1

Т1

VF,-F^

1

Fx-F, + —•
^2

(F-^ — P}t — Pt 
F,-F, 1,

1

■^2

Л-т>
F,-F,

2 1
т.1 _

1 - Pt
F,-F,

2_
“Г!

1
•^2

■Обозначим для краткости выражение, стоящее в квадратных 
скобках, через В.

1) Если 5 > о, то
Pt > 

Fr-F^^ 
В 

Тогда при выполнении условия 
Pt

F,-P

1 - 2
t

1

Т2 = л.

Л или Xi >

аппарат затормозить возможно и /1 —
2) Если 5 о, то

1

Pt
F,-P

Pt
Fx-P ' a /2 = 0.

I
i

1

Pt 
F,-F,

В
Тогда при выполнении условия 

Pt 
F,-P

1
t

1

■^2 Л.

A или Тз >>
P'Z

F2-P
.аппарат затормозить возможно и / = Л, откуда

(Л-Т’)—-№-7^) —
^2 "fl

,’Zi 1 и
{F^-P)±.-(F,-P-} ±

•гг ■'1

3) Если 5 = 0, то последнее 
!щему ограничению:

1 -

2 ---- 1 1

условие сводится к следую-

т. е.

или,

2
■^1

2
Л — ^2 V '^1 ■'2

f т. к. ИЗ 5 = о следует, что = 
\ '^2

что

Рт о,
_P2-P
F,-P

эквивалентно предыдущему, 
Рт 

Л-7=
образом, в этом случае Zi =

■'г

, — 0.

> Р""
F,~P

P'Z
F,-P

’ Таким

17 м-852 261



3

a

439. лКл + Кл® — 2 = а.
Левая часть уравнения определена при л

0. Переписав (*)  в виде
а — л л = Kл^ — 2, 

получим еще одно ограничение: а — лКлуО. Так как при 
этих ограничениях левая и правая части уравнения положи­
тельны, при возведении 
уравнение:

(*)
3 —|/2, правая — при

в квадрат получим равносильное

а? + л® — 2ал № — 2,
«2 + 2

2а ’X л ==

X =

ЧТО является решением, если 

О и л К ла>иилИл<а, л>[/2, т. е.

л> 1/^ лКл'>/Т; > К"2; (а - К2)2 > 0.

Последнее неравенство выполняется при любом а. Таким 

образом, при а > V~2 л = ^у, при а < 2

НИЙ нет.
440. Преобразуем данное уравнение:

1 — 2т sin л cos л + а (cos^ л — sin2 л) = 2 cos^ (л — а), 
1 — zn sin 2л + а cos 2л = 1 + cos (2л — 2а), 

— аг sin 2л + а cos 2л = cos 2л"СО5 2а + sin 2л sin 2а, 
cos 2л (а — cos 2а) = sin 2л (аг + sin 2а).

Таким образом,
при аг ф — sin 2а tg 2л =

«2 4-2 
2й

т. е. а, а К2.

при а реше-

п — cos 2д 
от + sin 2а ’

2 X =

т. е.
п — cos 2д 
от + sin 2а4’ = -т: arctg4’ = у arctg 

где — любое целое число.
При аг = — sin 2а

а ф cos 2а

+ —

cos 2л = О,

т. е.
г(2> = 22 + 2!^

4 о ’
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где k — любое целое число.
При т= — sin2e, n = (:o's2a л — любое число.
441. Так как углы треугольника Z /_ С равны

2п 2?! _______________то (рис. 94)^5£'=—, ^AF = . Следовательно,

АЕ = FB =
3 ’

/_ АОЕ= Z ЕОЕ= ЕОВ^ —
3

3

и Q О
Рис. 94.

S
AE=EF=FB^R.

1 . „Таким образом, ЕЕ=— АВ и || Л5, 

линия треугольника Л5С.
2

-г. е. ZsF—средняя

Пусть точка 0--центр полукруга, тогда фигура OECF — 
ромб площади £/^-С0 = —3. Площадь искомой фигуры 

равна площади ромба OECF без площади сектора OEF-.
К? _

6 У

1

SoECF — SoEF----- К 3---------- =

442. Пусть (рис. 95) ОЛ = Z, ООх = Н, О\А = г-, 
Н МЛ,С^ .

2

О

Рис. 95.

Тогда из треугольника ОО^А

= / cos — ; г = Z sin —;
2 ’

Н-Г ,, а а-----= Z sin — cos-----
I 2 2

Из треугольника ОуО или из тре­
угольника 001Л:

017И

2 ’

= / sin — cos----

о,в, = 01М = I sin — cos —
2

стороны
2

OiTW является половиной
многоугольника Д, В2... В^^.

Радиус описанной окружности этого многоугольника равен

= ОВ, = Ун^ - OiBi = lcos —■
2
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а

Sin --- =
2п

О1Л1
Ji, “n

а
I sin —’COS —

2 2 а

а 
/ COS2 —

2

= tg-.
2

i
а arctg ( sin — )• 

\ J

Ответ: 2 arctg ( sin — ) ■
\ nJ i

Вариант 3
443. Пусть w — скорость поезда, Z] — время поездки на 

такси, t—время, на которое пассажир опоздал.
Если бы остаток времени после пассажир ехал на такси, 

истратив А — В рублей, он проехал бы ---- км 3aiTO, OH
A~B 

a
KM

A —В 

avx
часов. Следовательно,

A —В 

avx

(Ul - u')(^i +

((■У!— и} — относительная скорость такси относительно поезда]..
X., „ ut — (v, — и) t,с другой стороны, он ехал на автобусе-----------------час.,

А —в
------ , т. е.

= ut

Ut — (fl — «) tx

V2 —и

что на часов больше, чем
at»!

Решая систему

получим:

A—В 

aVx
+ X =

ut — (к, — «) tx

V2 —и

(“«I — «) (+
Л — в

aVx
+ х =

A —В

aVx 

ut — (Vi — u) tx

Щ —и

= ut

A —В 

aVx

Щ — Ух

т

444. По условию задачи составим систему:
и "Е "Е Зс = и

. 2aZ> + Зас + 6&С =
^аЬс = с,

и + ^2.



т. е.
■ 2Ь = - Зс

. Z>(6c - 1) = 0 
с {Qab — 1) = 0.

1) й = 0, тогда с = 0. Так как корни должны быть раз­
личны, то в этом случае решений нет.

2) с = —, тогда Ь =---- — (из первого уравнения) и

i

11
6 ’ 4

2д= — — (из третьего уравнения).
3

Ответ; Ху = — Х2== —

2 ’
2 1 1
— , -V, ==-------- , Ло ---- ------3 '' 2 2

Замечание; Возможен и другой путь решения задачи.
/(й) = 0, f{2b}==Q, f{Zc) = Q и т. д.

445. Используя соотношение
X
7

■2tg'
1 — cos X
1 + cos X

получим:

1 4-

ь
а + с 

ft

с

с
а + Ь 

с
а + Ь

1 —

1 +

й

Ь + с
а

Ь + с

— а + Ь + с

1 — 1 —
+

1 +

а + й -t- с
а — ft + с 
а + & + с

1.+ + а Ь — с 

а + Ь + с

446. Пусть в треугольнике АВС 
(рис. 96) угол А и угол В равны а. 
Проведем высоту CD, и пусть 
биссектриса угла А пересечется с 
этой высотой в точке О. Пусть 
ЕО^— перпендикуляр, проведенный 
в середине стороны АС, и Об­
точка QVO пересечения с высотой 
CD. Тогда OD = г~ радиус вписан­
ной окружности, OlC = R — радиус 
описанной окружности. Обозначив 
AD = a, 6у}\&тл иметь:

// и D
Рис. 96.

В

г = atg—; ЛС = а
cos я

ЕС
sin ЕО^С 2 sin а sin 2а

а

2
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d= R — r = a(^ 1__
sin 2а 2 /’

2rf Sin^ а
2 cos2 а — 2 cos а + 1

'Так как знаменатель полученного выражения может прини­
мать лишь положительные значения, то задача имеет реше-

7Г

h = CD == a{g a. =

ние при любом значении

г

Рис. 97.

447. Искомые радиусы обозначим х и у, 
а образующую конуса — I -У z (рис. 97).

X I + i ly— =------ , откуда г = ——у г X — Z
Полная поверхность усеченного конуса:

51 = тс [ (х -4- у) Z + х2 -Р у].
Площадь кругового кольца:
5, = тс (/2 + 2/г) = TzR .X —у

, отк^^да г =

По условию, 51 = 59, т. е.

Центральный 
формулой

X+.V
X —у

части кругового кольца определяется

(х + у} I + + у

угол

СР =
2пх
1 + г

.2

2л

R. (1)

а

Л *!

= -^(•^-30,
I

из которой
-5/у = X — (2)

Подставив (2) в (1), получим
8тс2срх2 — (4тс2 — 2тсср 4- ср2) X -р ср/2 (4тс2 — 2'^(р + <p^) = О,

откуда
I

4тс'.₽
X =-----  [4к2 — 2i:cp + ср2 +

4п'.₽+ К(4^:2 — 2кср + ср'-^) (4^2 — 2к'.р — <p2)j_
Радиус V определяется подстановкой найденного значения

X в (2). Анализ показывает, что задача имеет единственное
266

(3)



!
!

решение, соответствугоплее знаку 
формуле (3), если

плюс u перед корнем в-

0 < ср < (К 5 — 1) к, 
и не имеет решений при значениях ср, лежащих вне указан­
ного промежутка.

Вариант 4
448. Будем считать для определенности, что 

ах = а и а2 = ~, где а> 0.ах=а и а2 = ~, где а
Возможны три случая, указанные на рис. 98.

Так как, по условию задачи, тела движутся без началь-
нои скорости с постоянными ускорениями, то 

е аРSj —■   и 02 —аР
2

аР
4

а.

~0
S,

S,'S.

Рис. 98.

S,’3 а г

Составим уравнение;
(S1 - ьу + (S2 -ьу = ~

Решая это уравнение, мы получим результаты для трех 
случаев Ь ф

Подставляя выражения Si и S2 в уравнение и преобразо­
вывая его, получим;

/4- 3.8-6 ,0 , 16-1662------ i -1-------------------
Ъ-а 9■5д2

л 8Ь 32b
'■2 Зл 3’^ 15я ’

О, имеем окончательно:

J/ За

Ответ. В предположении, 
щие возможные значения времени:

, г. /"Sb , .
2 1/ "Т” ’ ^2 —|/ 2л

449. О. Д. 3. л + 4а;

так как Z

= 0;

I/ 15л’

что а о, получаем следую-

О или JC 
дем обе части неравенства в квадрат 

№ — 17ах + 16^2 >-

/
2&
15я

— 4а;; {а, л} 0. Возве*

о,
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т. е.
X а и X

С учетом О. Д. 3., имеем:
о X аил

450. Полагая

16а.

16а.

sin X + cos X = t.
получим:

f^ — 1
2

cos x-sin л =

Данное уравнение принимает вид: 
t' + 2/ — 3 = о.

имеет

откуда
1. sin X + cos л = 1.
2. sin л + cos X = — 3.

Второе уравнение не имеет решений,
1| sin X + cos X 1 2. Первое уравнение решается
тарно.

Ответ: xj*'  = х'-^^ = -у + 1).

ибо необходимо
элемен-

451. Из треугольника АВС (рис. 99)
/ = |/Я2 + а2.

Из треугольника AFC
2 — 2 4- а^) cos а = а^.

Очевидно,Z)

Рис. 99.
/3
4 Н== V,

или

откуда

4V

Н= i

= 4V
У'зн 
cos а = а^.

а^ =

4V 
нУ3

41/ cos а — 21/ 

к 3(1 — cos а) 

Задача имеет решение, если 4 У cos а >

«ли о а
п"з

,2

121/, т. е. cos а > —
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452. Значения х должны удовлетворять двум неравен­
ствам:

1) X
log , (— х) — 1

О, О.
Решая второе, имеем: log j (—х) 

т
Ответ: Функция определена при

1, — X 1 1
2 ’ 2

2
2

Вариант 5
453. Пусть Z — время, прошедшее до встречи тел. Тогда, 

по условию задачи, первое тело прошло расстояние
О] = Ц •/ “р — ,

2

а второе тело прошло расстояние
= "Ух •/.

По условию задачи,
51 = S, =S, = S2=—-

Используя последнее равенство, составим систему 
h 
‘1 

h 
'2

~ — Vx't

— = vt -|- —2'

и t, получаем для Vj,Решая эту систему относительно v 
два значения, из которых только одно положительно.

X

Ответ: v

454. О. Д. 3. X 
Имеем

+ ah
2

1.

log^
2

X
А-х— 1

10g^(x-p 1)
2

или
-’С “Ь П л’ — л — 1

X — 1

Решая последнее неравенство, получим:

2 и X > 2

0.

X и X
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X

с учетом О. Д. 3., окончательно имеем:
1 + VT

2

455. Произведем следующие преобразования;
<51п2л + соз^л) + 2 81п2л*со82л = 81п^2л + (1 — 81п2 2л)2;

1 — 2 51п2лсо82л = 81П^2л + 1 — 2 81п2 2л+ 81п4 2л.

►j
I

После приведения подобных членов получим;
32 sin^ 2л---- — sln^ 2л = О

С

D
Рис. 100.

или
2

sln2 2л ^sin2 2л •—= 0.

r.k
Х = —1) 51п2 2л = 0; 2x = '!zk-,

2) 81п^2л = —; 2л==1:А + —;
2 ’

4 ’

х = — (Зкй + !)•
3 ’Л

6

Ответ: л^^’ = + 1)-

456. По условию, имеем (рис. 100);
/ДЛ£) = а, АВ = а, =

Из треугольника ОО^М получим: /? = О1У14 • tg ~. Проведем 

ТИЛ^ 11 Z)Q. Тогда из треугольника DQH найдем: Z)Q = а sin а, 
откуда О1Л1 = sin а и

/? = У sina-tgy
2

2

Подставляя значение R в формулу для вычисления объема 
шара, получим:

V,
6

457. Имеем систему неравенств
2

4 — л^
4 — л^

ИЛИ 4 —

1 1
о}

4, т. е. 1 л 1 3, и окончательно

-/"3 <л<Кз?X
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Вариант 6
458. Пусть

S — расстояние между А \\ В-, 
г», — скорость первой машины; 
V2 — скорость второй машины;
t — время, прошедшее между двумя встречами. 

Так как за время
S — т + п, имеем:

t первая машина прошла путь, равныйр

5 — m + n 
t

Аналогично
г^2 =

s + m — n
t

Отношение — равно отношению путей, пройденных до пер' 
^2

вой встречи.
Имеем

t'2

m 
s — m

r'l

Vo

s — m + n 
s + m — n

или
(s — т + п) (s — т) = т (s 4- т — п).

Решая последнее уравнение относительно s, получим:
5 = Зт — п.

459. Заметим, прежде всего, что знаменатель правой част» 
неравенства положителен при всех значениях х.

Приведем данное неравенство к виду
15

Х2 + X + 1
0

или
ifi — t— 15

t
о,

где
— х~ “Ь 1 •

Решая неравенство
2/2 — t — 15 О,

получим
о Z 3,

или
x2 + X + 1

т. е.
— 2 < X 1.
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460. Ответ: Хк = 2r.k----—

D

Ё

Рис. 101.

2
461. Высота пирамиды должна про­

ходить через центр окружности, опи­
санной около равнобедренного треуголь­
ника АВС (рис. 101). Так как угол 
а = САВ остается произвольным, то 
изображение центра О можно взять в 
любой точке АЕ {В— середина ВС) w. 
даже на продолжении за точку Е 
^в последнем случае

По теореме синусов
ВС

2 sin а

(£■—середина ВС) и

а

ЛО = /?

Из треугольника АВЕ-.
5C = 25£ = asln —.

2

Из треугольника AOD, гло. /_ AOD =

«Sin-^tg?

OL) = /Y = /^.tg^ =

Площадь основания

2 '
sin а

1S = — sin а.
2

Окончательно имеем:

3

а
sin — tg 3

6
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